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Resumen

En este articulo se propone un Automata Finito Determinista de Intercambio
(AFD - I) que permite modelar el espacio de soluciones factibles a problemas de
naturaleza combinatoria, especificamente a problemas asociados con el orden
de elementos. Con la estructura AFD - I definida, se disefia e implementa un
algoritmo con cuyo uso se obtiene un optimo global a problemas combinatorios.

Elproblema que aqui se tratapuede ser extrapolado a cualquieradelos siguientes
casos: asignacion de n procesos a n mdquinas que trabajan en paralelo, seleccion
de la ruta 6ptima en el problema del agente viajero y el problema del bin packing.
Palabras claves: autémata, grafo, optimizaciéon combinatoria, éptimo
global.

Abstract

This article states a Deterministic Finite Automaton of Exchange (DFA -
E). It allows modeling of the space of feasible solutions to combinatorial
problems, specifically, the problems associated with the order of elements.
With the structure DFA - E defined, we designed and implemented an
algorithm that uses it for obtaining a global solution of combinatorial
problems.

The problem we treat here can be extrapolated to any of the following:
an allocation of n processes machines working in parallel, selecting the
optimal route in the traveling salesman problem (TSP) and the problem
of Bin Packing.

Key words: automaton, graph, combinatorial optimization, global opti-
mum.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de naturaleza combinatoria son encontrados a diario: dis-
tribucion de recursos a procesos, seleccion de la mejor ruta para la entrega
de paquetes, organizacion de paquetes en bodegas; estos son solo algunos
ejemplos de la alta gama de problemas asociados a este género.

La gran dificultad asociada a los problemas anteriormente mencionados es
que a medida que crece el nimero de elementos al momento de la toma de
decisiones, el espacio solucion crece en orden de factorial, lo cual dificulta
la obtencién del 6ptimo global (o los 6ptimos globales).
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1.1. Autémata finito determinista

Un AFD (autémata finito deterministas) es una quintupla [5]:

M=(@Q Y. 5,4, F) (1)
Donde:

Q es un conjunto finito de estados.

Y. es el alfabeto finito de entrada.

O es la funcién de transicion la cual toma un estado y una entrada del
alfabeto y determina un nuevo estado.

q, es el estado inicial, g, € Q

F es el conjunto de estados de finalizacion.

Una caracteristica de los AFD es que todos los estados que pertenecen a Q,
obligatoriamente, tienen transiciones con todos los elementos del alfabeto
de entrada ).

2. AUTOMATAS FINITOS DETERMINISTAS
DE INTERCAMBIOS (AFD - I):

Un Autémata Finito Determinista de Intercambio (AFD - I) es un modelo
que mediante un grafo no dirigido representa el conjunto de soluciones
factibles asociadas a un problema de naturaleza combinatoria. Este modelo
soporta los problemas enlos cuales el orden de los elementos es importante.

Alrededor delos problemas combinatorios existen estructuras que permiten
modelar su espacio de soluciones factibles. Las representaciones mediante
redes neuronales para problemas de naturaleza combinatoria con funciones
de costo lineales [8] y las que corresponden a representaciones neuronales
solo [7] son las comtanmente utilizadas.

Uno de los aportes del modelado mediante un AFD - I es la sencillez y

rapidez con que puede ser representado el conjunto de soluciones factibles
a un problema combinatorio.
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Formalmente un AFD -1 se define como una séptupla:

M = (Q/ Z/ 6/ qk/ F’ Xa’ f(X)) (2)
Donde:

Qesunconjunto de estados finitos, cada estado g, € Q tiene una permutacién
asociada a los elementos del vector original X, el cual se denota como X,

Tabla1l
Muestra de algunas permutaciones de un vector X, cuyos elementos
son nimeros enteros y el nimero de la posicién corresponde con
el valor del elemento

Vector resultante Accion
)?0 =(1,2,3,4,5) Vector original

X, =(32,14,5) Vector X, obtenido al intercambiar las posiciones 1 y 3 del
o vector original.

X, =(1,2.3,5.4) Vector X > ,.obtenido al intercambiar las posiciones 4 y 5 del
vector original.

_ Vector x,, obtenido al intercambiar las posiciones 4 y 5y
X;=(1,23,45) posteriormente1y 2,loqueesigual alintercambiar las posiciones
1y 2 del vector X,

La estructura de cada estado viene dada por:

Figura 1. Estructura de un estado de un AFD -1

Debido a que X, tiene asociado un ¢q,, cada g, es distinto debido a que
proviene de una o mas permutaciones de los elementos del vector de
entrada X .
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El namero total de estados en Q sera el nimero total de formas en las que
se puedan organizar los elementos del vector de entrada, esto es:

#elementos (Q) = n! (3)
Donde n es el nimero de elementos de X .
2 eselalfabeto finito de entrada; contiene todas las posibles combinaciones
entre los indices del vector X, agrupandolos en parejas. Las parejas de X
cumplen la siguiente condicién:
Y-{k)lk=12.nf=k+1Lk+2..k+n} “4)
Donde n es el nimero de elementos de X .
Por medio de ¥ se representan todos los posibles intercambios que se
pueden realizar en un vector de n elementos. Por ejemplo, (1,4) representa
intercambiar la posicién 1 con la posicién 4 del vector. El valor de j siempre
es mayor que el valor dek ya que intercambiar 1 con 4 representa lo mismo

que intercambiar 4 con 1.

Teorema 1. Dado un AFD - I cuyo vector de entrada es de tamafo n, el
namero de elementos de ¥ viene dado por la expresion:

#elementos (Z) = w (5)

Demostracion 1:

Por definicién se sabe que elntiimero de formas enlas que se puedenagrupar
n elementos en k subgrupos sin repeticiones es:

!
nC, - " (6)
(n—k)!xk!

Por (6), si se agrupan los indices del vector en grupos de a dos se obtiene:
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n!

nC, = — " 7)
(n—2)!Ix2!
Aplicando la definicién de factorial a 7, se tiene:
—NIx(n—
nC, = (n=2)!x(n—-1)xn ®)
(n—2)!x2!
Desarrollando operaciones elementales sobre 8, queda:
nC, = nx(n-1) )

2

Y con ello se demuestra el teorema.

0 es la funcién de transicion, que toma un estado g, g€ Q, y una tupla de ),
y devuelve un nuevo estado t, teQ, esto es d(q(i,k)) = t, en donde (i,k)e) .

g,  eselestado inicial del AFD - 1. Este estado contiene al vector inicial.

F es el conjunto de estados de finalizacién del AFD - I; para estos auto-

__ matas, los elementos de Q son los mismos que los elementos de F.

X esel vector de entrada; por lo general se asume que X, contiene los
__elementos en el mismo orden que X .

f (X es la funcién objetivo la cual se desea optimizar.

Vecino de un estado: dos estados g,, 4,€Q son vecinos si y solo sies posible
en una sola transicion con un elemento de )’ llegar de g, a g, y viceversa,

. z
esto es: V(qk,qj) <dae 8(qk,a) :quS(qj,a) =q,

2.1. Construcciéon de un AFD -1 a partir de un vector
de entrada de tres posiciones

Ejemplo 1. Se supone el vector de entrada X =(1,2,3) y la funcién objetivo

f(X) =0,3*x,+0,2*x,+0,1*x,, para la construccién del AFD - I
equivalente a estos datos; se procede a hacer lo siguiente:
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Establecer el estado inicial: en este caso el estado inicial g, contendra el
vector de entrada X = (1, 2, 3) ; por lo tanto, X = X.

Establecer el conjunto ) : por 6 se sabe que el nimero de elementos de )’
esigual a 3 x (3-1). Ademas, por la definicién de ), se tiene que ) - {(1,2),
(1,3), 2,3)}.

Establecer la funcién 6: Debido a que los AFD - I exigen que los estados
tengan transiciones con todos los simbolos del alfabeto, se inicia la gene-
racion de vecinos por el estado inicial el cual es g,. Cada estado vecinonuevo
encontrado es nombrado como g,. Los g, encontrados son utilizados para
generar nuevos vecinos hasta que no haya nuevos. La traza de generacion
de vecinos se aprecia en la tabla 2.

Tabla 2 .
Funcioén o para el AFD - I cuyo vector de entradaes X = (1, 2, 3)

8(90,(1,2))=(2.1,3)= X, = ¢,

5(%5(1’3)) = (3’2’1) =X;=g4;,

5(%,(2,3)) = (1,3,2) =X,=¢q,

8(g,.(12))=(213)=X, =4,

8(g,,(13)=(.12)= X, =q,

5(% ’(253)) (1’2’3) =X,=9,

8(g,,(12)=(3.2.1)= X, = ¢,

5(512,(1,3)) = (1’3>2) =X, =¢q

5(q2,(2,3)) (2>1’3): Xy =q,

8(g:-(1,2))=(1.23)= X, = g,

8(g5-(13)=23.1)= X, =4,

8(¢:-(23))=(.1.2)= X, =g,

5(Q4> (152)) = (153’2) =X, =q

8(g,,(13))=(211.3)= X, = ¢,

8(g,-(23))=(3.2.1)= X, =g

8(g5,(12))=B1.2)= X, =g | 8(¢5,(13)=(1.23)= X, =g, | 5(g5,(23)=(231)=X, =q,

Establecer todos los estados de ge Q como estados de finalizacion, esto es
qeQyqeF.

Establecer los valores obtenidos al evaluar Z en la funcién objetivo. El
siguiente paso es calcular el valor de evaluar en la funcién objetivo cada
X, con esto se obtiene la tabla 3.

t
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Tabla 3
Evaluacién de los vectores en la funcion objetivo

Estado Vector Valor
X, /(X))
1,2,3) 1
1,32 1.1
3,21 1.4
(2,1,3) 1.1
2,3,1) 13
3,2,1) 14

El AFD -1delafigura 2 representa el autémata generado por este ejemplo.
Note que cada estado tiene transicion con todos los elementos de ) . Estos
representan el intercambio utilizado en el vector Z para alcanzar el nuevo
estado X,

Figura 2. Representacion del AFD - I para el
vector de entrada X = (1’ 2, 3)

3. ALGORITMO PROPUESTO
Aun cuando los AFD - I facilitan el modelado del espacio de soluciones

factibles de un problema combinatorio, no especifica ninguna técnica que
permita obtener un éptimo global. Debido a esto, se propone el Algoritmo
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Elias D. (AED); es una técnica que obtiene un 6ptimo global de un problema
combinatorio a través del uso de un AFD - 1.

La estrategia consiste en encontrar cudl es la permutacién adecuada de los
elementos del vector de entrada y que optimiza la funciéon f (?) Debido
a que Q contiene todas las soluciones del problema asociado, en alguno de
los estados g€ Q se encuentra el 6ptimo global para f (Y) Se podria pensar
entonces en la construccién de todo el AFD -1y explorar los estados para ver
cudl optimiza la funcién objetivo. Lo anterior seria viable si la cantidad de
elementos a considerar es pequefia. Por otra parte, para grandes cantidades
deelementos explorar todoslos estados seria algo intratable. Estoes debidoa
quelaproporcién de crecimiento del espacio de soluciones factibles (nimero
de estados) respecto a la cantidad de elementos del vector de entrada, es del
orden factorial. En la tabla 4 puede apreciarse la proporcién para algunos
valores de n (niimero de elementos del vector de entrada).

Tabla 4
Algunos espacios soluciones de acuerdo al tamafio
del vector de entrada x

Tamaio del vector | Tamaiio del espacio solucion
(n) (n)
5 120
6 720
7 5040
8 40320
9 362880
10 3628800

Pensar en explorar espacios soluciones que contienen 100!, 200! y 500!
estados suena casi imposible; para solucionar el problema se proponen los
siguientes pasos conocidos como AED:

Parametros: y f (Z)
es el estado actual.

o

X, es el vector asociado a un estado .

f(Z) es el valor de evaluar el vector x en la funcién objetivo.
T
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Pasol. 0—gq

.
Paso 2. ¢ = f(Z) y 0 =vac’o.

Paso 3. Hacer V=0(0,a), a,€).Si f (?) es mejor ¢ entonces Q= f (X_) y
O=a,

Paso 4. Si existen elementos si €} sin utilizar, volver al paso 3.

Paso 5. Si O es vacio, o es un 6ptimo global. Si no 0-0(o,0) volver al paso
2.

En la tabla 5 se condensan los pasos realizados en la ejecucion de este al-
goritmo.

Tabla 5
Representacion del algoritmo EDNR

Se genera otro vecino y se
guarda el elemento a, que
lo genera por ser el mejor

M€ ) | T >

¢ = fa,) = paci
0 8 = vacio ®=fq,) ¢ =fa,) fa)>e

=a2

Se inicia en el primer Se genera un vecino con un
estado elemento de )

0 = vacio

Notese que aun cuando se comparan contra todos los vecinos, no todos
los vecinos se generan al mismo tiempo; solo son creados al momento de
la comparacion.

4. ANALISIS Y PRUEBA

El algoritmo se analiz6 y se probé mediante la funcién objetivo:
n

i
)=y — xx (10)
FE=2 1007
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El problema consiste en encontrar el orden de los elementos de X que
maximice a 10. Se utilizaron vectores de entrada X de tamafio2,3,4...1000.

Para obtener los 6ptimos globales de 10 y comparar con los resultados obte-
nidos mediante AED, se implement6 un algoritmo exhaustivo. Mediante
esta técnica fue posible obtener los 6ptimos globales de espacios soluciones
menores a 10!.

El vector de entrada con el que se trabajo es de la forma X—(n, n — 1, n—1,
...y 2, 1) en donde n es el naumero de elementos del vector; en la tabla 6 se
puede observar el vector de entrada para algunos valores de n.

Tabla 6
Algunos de los vectores utilizados en la prueba

Tamaiio del vector Vector resultante
3 ¥=(3.2)1)
10 ¥=(10,98,7,6,5,4,3,2,1)
15 ¥ =(15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

5. RESULTADOS

5.1. Resultados obtenidos por medio de
busqueda exhaustiva y analitica

Los resultados obtenidos por medio de la exploraciéon exhaustiva, asi como
el namero de iteraciones y el tiempo consumido para encontrar los 6ptimos
globales, se condensan en la tabla 7.

Para espacios soluciones mayores a 9 se obtuvieron los 6ptimos globales

de manera analitica. Simplemente se invirtio el orden de los elementos del
vector de entrada, que se presentan en la tabla 8.
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Tabla 7
Optimos globales encontrados realizando busqueda exhaustiva

Valor de N | Duracién (Ms) | Iteraciones | Optimo global
2 0 2 0,05
3 0 6 0,14
4 1 24 0,3
5 1 120 0,55
6 4 720 0,91
7 22 5040 14
8 91 40320 2,04
9 686 362880 2,85

10 ERROR ERROR ERROR
Tabla 8

Optimos globales encontrados por medio de analisis

Tamaiio del vector | Espacio solucion generado | Optimo global
100 100! 3383,5
200 200! 26867
300 300! 90450,5
400 400! 214134
500 500! 417917,5
600 600! 721801
700 700! 1145784,5
800 800! 1709868
900 900! 2434051,5

1000 1000! 3338335

5.2. Resultados obtenidos mediante AED

Enlatabla 9 se comparan los resultados de AED con los obtenidos mediante
btsqueda exhaustiva.
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Tabla 9
Contraste entre los resultados obtenidos mediante basqueda
exhaustiva y los propuestos por AED

BUSQUEDA EXHAUSTIVA ALGORITMO EDNR
N thﬁcsi)()n Iteraciones ng(:g:lo N DLH\?ICSi)én Iteraciones (;f;g:f
2 0 2 0,05 2 16 2 0,05
3 0 6 0,14 3 0 2 0,14
4 1 24 0,3 4 1 3 0,3
5 1 120 0,55 5 0 3 0,55
6 4 720 0,91 6 1 4 0,91
7 22 5040 1,4 7 0 4 14
8 91 40320 2,04 8 0 5 2,04
9 686 362880 2,85 9 0 5) 2,85
10| ERROR ERROR ERROR 10 1 6 3,85
11| ERROR ERROR ERROR 11 1 6 5,06
12| ERROR ERROR ERROR 12 5 7 6,5
13| ERROR ERROR ERROR 13 1 7 8,19
14 | ERROR ERROR ERROR 14 0 8 10,15
15| ERROR ERROR ERROR 15 1 8 12,4

En la tabla 9 se aprecia como AED mejora en gran medida la basqueda
exhaustiva (que es la tinica que garantiza 6ptimos globales) en tiempo y
rendimientos, pues, como puede observarse el numero de iteraciones es
considerablemente menor; estono esalgosorprendente yaque, porlo general,
las metas heuristicas superan a la primera. La idea al realizar este tipo de
comparacion es observar que los 6ptimos arrojados por este algoritmo,
son globales ya que son los mismos que se encuentran por medio de una
btisqueda. En la figura 3 puede apreciarse la mejora en cuanto a tiempo de
respuestas en milisegundos.
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800

700

600

500

400

300
200

Duracion en milisegundos

100

== BUsqueda mediante A.

EDNR

=#=Busqueda exhaustuva

2t 3l

41 5!

6! 7! 8!

Tamano del espacio solucion

9!

Figura 3. Griéfico de espacio solucién contra tiempo consumido
para obtener el 6ptimo global

Se ejecuto el algoritmo conlos espacios soluciones delatabla8;losresultados
obtenidos se sintetizan en la tabla 10: son los 6ptimos globales como puede

apreciarse.
Tabla 10
Optimos globales encontrados por el algoritmo EDNR
Valor de Espacio Duraciéon | Duracion Duracién Tteraciones Optimo
N solucién (Ms) en segundos | en minutos global
100 | 9,3326E+157 95 0,095 | 0,001583333 51 3383,5
200 200! 1452 1,452 0,0242 101 26867
300 300! 6857 6,857 | 0,114283333 151 90450,5
400 400! 21160 21,16 | 0,352666667 201 214134
500 500! 50261 50,261 | 0,837683333 251 | 4179175
600 600! 102892 102,892 | 1,714866667 301 721801
700 700! 188763 188,763 3,14605 351 | 1145784,5
800 800! 322899 322,899 5,38165 401 | 1709868
900 900! 511079 511,079 | 8,517983333 451 | 2434051,5
1000 1000! 1053554 1053,554 | 17,55923333 501 | 3338335
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Obsérvese en la tabla 10 que no fue posible representar numéricamente
el espacio soluciones factibles a partir de 200! ya que se necesita toda esta
pagina para poder hacerlo. Por lo anterior se opt6 por dejar la expresion
indicada. Enlafigura 3 puede apreciarse el tiempo consumido en segundos
porelalgoritmo parala obtencion del 6ptimo global del problema planteado.

1200

1000

800

600 /
ﬁ +— Busqueda mediante A.

EDNR

400 ’

Duracion en segundos

200 f

SooocoococoocooocococococoooGo
R A G R B R BT B R RS-
P N N I e B = A oY, B =V S S P R A S

Tamaiio del epacio solucidn

Figura 3. Gréfico de espacio solucién contra tiempo consumido
en segundos para obtener el 6ptimo global

6. CONCLUSIONES

AED es un algoritmo que mediante saltos obtiene un 6ptimo global asociado
a un problema combinatorio. Su disefio estd basado sobre la teoria de los
AFD - 1. Los tiempos de respuestas asi como el nimero de iteraciones son
cortos en comparacion con los enormes espacios de soluciones factibles a
los cuales se enfrenta. Su estrategia, principalmente, es obtener un 6ptimo
a partir del cual se nueve saltando hacia donde se encuentre uno mejor
que el actual.

Como pudo apreciarse experimentalmente, AED acota un problema combina-
torio en orden polinémico, lo cual garantiza que, en un tiempo finito, se
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obtendra una solucién a un problema combinatorio sin importar que tan
grande sea el espacio de soluciones factibles.

Finalmente, categorizar este algoritmo puede ser un poco complicado. No
existe nada similar basado sobre una estructura como un grafo y que esté
soportado sobre una teoria como es la de autdmatas. Sin embargo, esta
estrategia puede considerarse como un método de busqueda local, que
comienza con una solucién del problema, y con el cual se va mejorando
progresivamente [9].
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