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Resumen

Esta investigacién tiene como propdsito comprender el complejo de manifes-
fnciones cognitivas y afectivas que se desencadenan en el proceso de resolucion
de problemas matemdticos. Se ubica en los principios tedricos de Ia psicologin
cognitiva, yen particular en el marco conceptual propuesto por Alan Schoenfeld,
que conjugna las siguientes calegorias: conocimiento de dmbito especifico,
estrategias heuristicas, estrategias metacognitivas y componente afectivo. Se
desarrollé un estudio de casos miltiples, y los resultados muestran que éstos
se movieron dentro de un continuo, desde aquellos cuyas reacciones ante la
resolucién de problemas mostraron hdbitos de ensayo y error relativos al
mancjo de simbolos sin el ejercicio de ninguna estrategia de control, hasta
aquellos cuyas manifestaciones son comparables a la de los «expertos».

Introduccién

El desarrollo del pensamiento se consti-
tuye en la piedra angular de la formacién
integral del individuo: funcién esencial
de toda labor educativa. La educacion
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debe propiciar el desarrollo de las capaci-
dadescognitivas y afectivasdelque apren-
de, de tal manera que le permitan la cons-
truccién de una nueva representacién del
mundoy desus posibilidades, asicomoel
despliegue de su potencial creativo, para
el ejercicio de acciones transformadoras.

Dentro de este contexto, el aprendiza-
je delas matematicas se constituye enuna
modalidad de pensamiento, que genera
el desarrollo de un punto de vista mate-
matico, en la biisqueda de sentido de la
realidad circundante y, por ende, en la
construccion de nuevos conocimientos.
Fundamenta el ccnocimiento, el desarro-
llo de un pensamiento auténomo, com-
prensivo, creativo, intuitivo, flexible,
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autodeterminado, metacognitivo,..., que
dé lugar a un proceso evolutivo concep-
tual en el que se interpreten procesos de
insight, heuristicas, metacognitivos, habi-
lidades, destrezas y el desarrollo de una
mayor sensibilidad, para establecer nue-
vas consideraciones. Sensibilidad que
generard actitudes de apertura y de cam-
bios que conlleven alautodesarrolloyala
concepcién de nuevas perspectivas para
asumir la vida profesional que demanda
la transferencia de los conocimientos
matemdticos a las demads esferas de la
vida de relacion.

Como educadores, somos conscientes
de que debemos asumir estas realidades
en nuestra labor educativa, con nuevas
politicas de accién, que promuevan el
desarrollo de procesos de comprension-
accion-reflexién, en donde las facultades
intelectuales y afectivas se conviertan en
motor y andlisis de la praxis educativa.
Con esta visi6n, realizamos la presente
investigacion, encaminadaa conocer pro-
cesos de pensamiento que desarrollan
.estudiantes del Ciclo Bésico de Ingenie-
rias durante la resolucién de problemas
matemdticos, porque consideramos que
comprendiendo el complejo de manifes-
taciones cognitivas y afectivas que se des-
encadenan alrededor del aprendizaje de
las matemnéticas, particularmente en la
resolucién de sus problemas, se podran
proporcionar elementos basicos para la
comprensién amplia del educandoy, por
consiguiente, parala transformactén con-
tinua de nuestra praxis educativa.

De esta manera se podra pensar en
promover posteriormente la construccion
deuna didéctica regenerativa, constructi-
va, que se centre en las acciones del que
aprende, que propicie el desarrollo del
pensamiento, el aprendizaje de un cono-

cimiento matematico construible, dejan-
do atrds conceptos tradicionalistas que
rinden culto al dogma, al aprendizaje
memoristico de férmulas, a la cobertura
de una gran extensién de contenido y ala
presentacién de los mismos en forma ais-
lada, con respecto tanto a su secuencia
interna como a su relacién con otras cien-
cias. Concepciones que han servido de
estimulos para la construccién de percep-
ciones errdéneas acerca delasmatematicas
como saber inaccesible, con lo cual se ha
favorecido la baja comprension del senti-
do de su aprendizaje y, por ende, el bajo
rendimiento académico en las asignatu-
ras matematicas en el &mbito universita-
I1o.

Consideramos que si las matematicas
son producto de la construccién del indi-
viduo, el abordaje de sus problemas de-
pendera de comose propicie el desarrollo
de los procesos de pensamiento. Si la
resolucion de los problemas estimula el
desarrollo del pensamiento, sélo se ten-
dran resultados exitosos en la medida en
que se elimine el carcter repetitivo y
mecanico del proceso, para dar pasc a
estrategias heuristicas que ofrezcan posi-
bilidades de acercamiento a la solucién, a
estrategias metacognitivas queregulenel
empleo eficaz de los propios recursos
cognitivos y afectivos, a la formacién de
actitudes favorables, para que, amalga-
mandose, contribuyana que los estudian-
tes se sientan seguros de sus potencialida-
des, reforzando continuamente la conso-
lidaciény construccién de los conocimien-
tos matematicos.

La potencializacién de estos eventos
se constituira en criterio para el mejora-
miento de la calidad de la Educacién,
puesto que se intensificarian, para los
educandos, los niveles cualitativos de
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conocimientos adquiridos a partir de la
experiencia académica, de tal forma que
logren proyectarlos en su quehacer coti-
diano y puedan contribuir al desarrollo
de la sociedad.

Las acciones propuestas estdn en concot-
dancia con los principios y politicas de la
Universidad del Norte, asi como con los
lineamientos educativos del Nuevo Pro-
yecto Nacional que coloca a la educacién
en un plano mas humanizante.

Con esta investigacién aspiramos a
posibilitar la apertura de nuevos horizon-
tes en el campo de la educacién matema-
tica a nivel universitario, para seguir in-
dagando sobre el verdadero sentido del
aprendizaje de las matematicas, que re-
dunde en el desarrollo de procesos de
pensamiento, durante el abordaje de la
resolucién de problemas.

1. Objetivos
1.1. Objetivo general

Describir, analizar y comprender los pro-
cesos de pensamiento que utilizan y/o
desarrollan estudiantes del Ciclo Basico
de Ingenierias de la Universidad del Nor-
te cuando resuelven problemas de mate-
maticas.

1.2, Objetivos especificos

- Reconocer y analizar:

¢ Losconocimientos de ambito especifi-
co

¢ Las estrategias heuristicas

* Los estados afectivos

¢ Los procesos metacognitivos

queutilizan y /o desarrollan los estudian-

tes en el proceso de resolucién de proble-

mas de la asignatura Célculo I

2. Marco conceptual

2.1. Concepcidn general
del pensamiento

Desde el paradigma de la psicologia
cognitiva, el pensamiento es considerado
como «la capacidad que tiene el ser humano
para construuir una representacion e inter-
pretacién mental significativa de su relacion
con el mundo»l, lo que indica que el indi-
viduo, en su relacién con el mundo, lo
vive, lo transforma, a través del conoci-
miento que ha elaborado acerca de él.

Esta definicién general de pensamien-
to desde el punto de vista cognitivo inclu-
ye, segiin Mayer? , tres ideas bésicas:

a. El pensamiento es cognitivo, pero se
infiere de la conducta, ocurre interna-
mente, en la mente, en el sistema
cognitivo y debe ser inferido indirec-
tamente.

b. El pensamiento es un proceso que im-
plica algunas manipulaciones, estable-
ce algin conjunto de operaciones so-
bre el conocimiento, en el sistema
cognitivo.

c. El pensamiento es dirigido y tiene
comoresultadola «resolucién» de pro-
blemas, o se dirige hacia una solucién.

Los aspectos afectivos son de capital
importancia para el desarrollo del pensa-
miento, debido a que contribuyen a que

LYTLLARINT, A. et al. Departamento de Instruccién
Publica de Puerto Rico (D.LP.). Manual para In ense-
Aanza del pensamiento {(Ed. Preliminar) San Juan,
&991, p. 9.

MAYER, R. Pensamiento, resolucidn de problemas y
cognicidn. Barcelona, Paidos, 1986, p. 21.
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se genere determinada disposicién, valo-
racién, confianza, interés, perseverancia
y curiosidad ante cualquier situacién a la
que los individuos se vean enfrentados.
«El afecto y la cognicién no son procesos
interdependientes, sino que se interpretan,
como lo hacen la masa y el peso, forman parte
de Ia realidad de la experiencia humana»> .

Las condiciones externas proporcio-
nan fuerza motivacional para el progreso
intelectual, de suerte que circunstancias
temporales y sociales contribuyen a la
formacion de creencias, actitudes y emo-
ciones que son utilizadas para dar res-
puestas segun el pensamiento afectivo
(McLeod, 1992)4 .

Segun Piaget® , el pensamiento ante
todo es una forma de accién en constante
procesodediferenciacion y organizacion.
Depende de la forma en que la persona se
representa el mundo, es decir, de las ma-
neras en que puede actuar o manipular
sobre esa representacion interna.

Bajo esta concepcion se impone la ne-
cesidad de «dejar de considerar a aquellos
que aprenden y sus conductas, como producto
de los estimulos ambientales que reciben, para
considerarlos como individuos con planes,
intenciones, metas, ideas, memorias y emocio-
nes que usardn activamente para atender,
seleccionar y dar significado a los estimulos y

3 ELISNER, Elliot. Procesos cognitives y curriculum.
Barcelona, Martinez Roca, 1987, p. 58.

4 McLEOQD, Douglas. «Research on affect in
mathematics education: A Reconceptualizacion», p.
575. En: Grows, D. Hand-Book of research on
Mathematics Teaching and Learning. New York,
McMillan, 1992, 812 p.

5 DE ARRUBLA, |. Diddctica y prictica de la Ensefian-
za. Bogotd, McGraw-Hill, 1982, p. 76.

obtener conocimiento de la experiencia»®. Los
aprendices no son recipientes pasivos de
la informacién, sino que construyen sus
conocimientos y habilidades a partir de
su conocimiento previo, tanto formal
como informal, y de lainteraccidén con sus
enfornos.

La construccién de conocimiento es
un proceso de representacion mental de
la informacién a través de imdgenes, no-
ciones y conceptos, manipulaciones men-
tales de la informacién por medio de ope-
raciones o destrezas intelectuales y dispo-
siciones o actitudes hacia la informacién,
que facilitan o dificultan su representa-
cién y manipulacién mental. Pensar im-
plica, por consiguiente, una «actitud» que
condiciona la intensidad y el esfuerzo, la
facilidad y frecuencia con la que se codi-
fica la informacién, se realizan operacio-
nes mentales sobre esa codificacion y se
producen resultados.

5i la actitud condiciona las capacida-
desmentales expresadas en el ordenante-
riormente mencionado, de forma similar
se orienta el desarrollo del pensamiento
matemdtico, convirtiéndolo en un proce-
50 de descubrimiento, interiorizacion,
construccidén y desarrollo de ideas, des-
trezas y actitudes hacia el aprendizaje de
las matematicas. Este proceso requiere de
toda una graduacién para poder pasar de
la accién al pensamiento representativo,
y unaserienomenos larga de transiciones

6 WICTROCK. «Educational Implications of recent
research on Learning memory». Paper presented at
the annual of the American Educational Research
(March, 1982) p. 1-2. Citado por Woolfolk, Anita.
Psicologin Educativa. México, Prentice-Hall Hispa-
noamericana, 1990, p. 244.
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para pasar del pensar a la reflexién sobre
dicho pensamiento.

2.2. Pensamiento matematice

Con respecto al pensamiento matemati-
co, Segura (1992) lo considera como: «EJ
razonamientoldgico, la creatividad, el modelaje
matemdtico y las operaciones»” . Por su par-
te, Schoenfeld (1993) indica: «El pensa-
miento matemdtico no sélo es razonamiento
deductivo, no consiste tinicamente en demos-
traciones formales, como se quiere ver desde
una dptica tradicional, en que se considera el
conocimiento matemdtico como un cuerpo de
hechos y procedimientos que tratan cantida-
des, magnitudes, formas y las relaciones que
existen entreellas»®. El proceso mental que
sugiere qué se debe demostrar, y cémo
hacerlo, es una parte de ese pensamiento
matematico, tanto como la demostracién
que evenfualmente resulta de él. Lo de-
ductivo es consecuencia a veces instru-
mental del método matematico.

Las herramientas de las matematicas
son la abstraccién, la representacién sim-
bélica y /o grafica y la manipulacién sim-
bélica. La actividad creadora es la parte
mas significativa en el hacer matemadtico.
El proceso creativo implica andar a tien-
tas, conjeturar, hacer hipotesis. Por ejemn-
plo, a fin de comprender un concepto, de
resolver un problema, de formular una
conjetura, es preciso emplear imagina-

7SEGURA, D., ROMERO, ]. «Las matematicas en el
aula: posibilidades de construccion significativar,
en Revisfa Planteamienfos Vol.1, N3, Bogot4, Escue-
ga Pedagdgica Experimental.

CHOENFELD, A. «Learning to think matemnati-
cally: Problem Solking, metacognition, and sense
making in mathematics», p. 234. En: Grouws, D. Op.
cit.

cion, intuicidn, percepcion profunda,
emocion, experimentacién, asociacion
fortuita de ideas, deseo, trabajo arduo e
inmensa paciencia. La extraccion del con-
cepto apropiado de una situacion a partir
de las cosas observadas, los argumentos
inductivos, los argurnentos por analogia
y los ejemplos intuitivos para una conje-
tura imprevista, son modos matemdticos
de pensamiento.

2.3. Operacionalizacién del
pensamiento matematico

La solucién de problemas se constituye
en un modo de pensamiento en el cual el
individuo debe transferir su bagaje
cognitivo y afectivo a la situacién proble-
ma. La resolucién de problemas es un
aspecto central de las actividades profe-
sionales a las que nos enfrentamos diaria-
mente. Situdndonos en el &mbito de la
enseftanza y aprendizaje de las matemati-
cas compartimos la posicién actual que
mira la resolucién de problemas como el
objetivo central de la educacién matema-
tica.

Las principales categorias de aptitu-
des implicadas en la resolucién compe-
tente de problemas de matematicas (co-
nocimientos de ambito especifico,
estategias heuristicas, estrategias meta-
cognitivas y componente afectivo} han
sido derivadas de numerosas investiga-
ciones realizadas en este campo. Catego-
rias que engloban el complejo demanifes-
taciones cognitivas y afectivas que,
interpenetrandose, posibilitan la construc-
cion de respuestas a los problemas, como
se puede observar en el siguiente diagra-
ma:
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Diagrama 1
Estructura para explorar la cognicién
matematica
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2.3.1. Conocimiento de dmbito especifi-
co. Las investigaciones realizadas en tor-
noaesta categoria hanencontradoquelos
conocimientos especializados o especifi-
cos para resolver problemas forman una
base que debe tener lassiguientes caracte-
risticas:

a. Conceptos ttiles para describir los
objetivos de interés en sus dominios y
los principios o teoremas que relacio-
nan tales conceptos.

b. Los conceptos y principios deben es-
tar acompariados de un conocimiento
explicito: condiciones deaplicabilidad
que especifiquen cudndo un concepto
o principio se podria usar adecuada-
mente.

¢. Procedimientos operativos que espe-
cifiquen c6mo pueden aplicarse los
conceptos y principios para resolver
los problemas.

d. Procedimientos algoritmicos, o sea,
conjuntos de reglas bastante elabora-
das que automaticamente generenuna
respuesta.

e. Conocimientos intuitivos e informa-
les que la persona despliega sin nece-
sidad de algin razonamiento. La in-
tuicién no soélo se agiliza para provo-

_car y/o facilitar algin razonamiento
de descubrimiento.

f. Esquemas o patrones que engloban
una serie de acciones mentales o fisi-
cas queactiancoordinadamente cuan-
do son activados por la experiencia
fisica o légico-matemadtica. Tratar de
entender un problemasin un esquema
apropiado es un proceso lento y difi-
cil, es como perderse en un pueblo
desconocido, sin tener mapa (Wool-
folk, 1990)? . Los esquemas de la base
del conocimiento no son suficientes;
cuandoe la situacion que se presenta va
mas alld de lo familiar, se necesita de
estrategias significativas que pueden
ayudar a descubrir un camino correc-
to de soluciéon.

En relacién con los conocimientos es-
pecificos, noes suficiente qué tan ricos en
contenido, y logicamente, consistentes
sean, sino qué tan bien organizados se
encuentren, para facilitar el acceso a ellos.

2.3.2. Estrategias heuristicas. La heuris-
tica o arte de inventar es el estudio de los
métodos y reglas de descubrimiento; se
ha cultivado desde la época de Euclides
(IV a. de ].C.) en la que por lo menos se

9 WOOLFOLK, Anita. Psicologia Educativa. México,
Prentice-Hall Hispanoamericana, 1990, p. 258.

6 Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995



sabfa de algunas estrategias mentales que
facilitaban el abordaje y solucién de pro-
blemas de geometria. Pappus, célebre
matematico griego, quien vivi6 probable-
mente hacia el aiio 300 a. de ].C., escribi6
en el séptimo libro de sus collections un
tema que denomind Analyomenos, y que
G. Polya tradujo por «arte de resolver
problemas», «Tesoro de andlisis», o inclu-
so por «Heuristica». He aqui un fragmen-
to de la traduccién realizada por Polya
del texto original:

La heuristica, para Hamarla por su nom-
bre, es en resumen, una doctring especial para
el uso de aquellos que, tras haber estudiado los
elementos ordinarios, desean dedicarse a la
solucién de problemas matemiiticos. Es la obra
de tres hombres: Euclides, autor de «Elemen-
tos», Apollonius de Perga y Aristaeaus el
«mayor». (Pappus, siglo 1l a. de J.cH10,

Sin embargo, 1o que si es nuevo es el
énfasis puesto enlasestrategias paracom-
prender fos procesos de pensamiento en
la solucién de problemas matemaéticos.

Los métodos heuristicos son estrate-
gias sistemdticas de biisqueda para el
andlisis y transformacién del problema.
En palabras de Polya: «Provecan las opera-
ciones intelectuales particularmenteitiles para
la solucién de problemas»11 . Las estrategias
heuristicas no garantizan por si solas la
solucién del problema, pero si aumentan
la probabilidad de éxito. Ademds, poseen
la cualidad de poder aplicarse a miiltiples
problemas dentro de un mismo dmbito, y
aun de ser transferidas a contextos dife-

10 POLYA, G. Cémo planitear y resolver problemns. Un
nuevo enfoque del método matemidtico. México, Edito-
riixl Trillas, 1965, p. 133.

W ipid, p. 26.

rentes, aunque este altimo no es facil ni
inmediato.

Polya, en su clasico tratado, empleé la
palabra «heuristica» para connotar el ra-
zonamiento inductivo y analdgico que
conduce a soluciones verosimiles, en con-
traposicion a los desarrollos deductivos
de pruebas rigurosas.

La forma adecuada de entender los
heuristicos de Polya es hacerlo en el mar-
co de sumodelo prescriptivo de solucién
de problemas, que distingue cuatro fases:

a. Comprender el problema.

b. Idear un plan: Incluye la formulacién
de una estrategia general, no de una
prueba detallada. La formulacién de
una estrategia de este tipo constituye
un proceso inductivo, no deductivo.
Esto es importante, porque Polya sos-
tiene que, en contra de la apariencia,
las matematicas constituyenun proce-
so inductivo.

¢. Ejecutar el plan: Aqui es donde se
desarrolla la prueba detaliada y se lle-
va a cabo el razonamiento deductivo.

d. Verificar los resultados.

Estaestregia directiva general semues-
tra en siguiente flujograma:

Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995 7



Estrategia directiva general parala
resolucion de problemas
segin G. Polya

SITUACION PROBLEMICA

COMPRENSION DEL PROBLEMA

g

CONCEPCION DEUN PLAN

EJECUCION DELPLAN

COMPROBACION

Los heuristicos para comprender o re-

problema, representarlo visualmente,
de modo que se puedan evidenciar la
existencia de determinadasrelaciones,
que de otro modo pasarfan inadverti-
das.

Enunciar el problema de otra forma: 5i
una manera de representar el proble-
ma no conduce a Ja solucién, entonces
vale la pena tratar de verlo desde una
perspectiva diferente.

Los heuristicos que propone Polya para
idear un plan implican, en sumayoria,
que se recuerde otros problemas afi-
nes que ya se sabe cémo resolverlos.

Si no puede resolver el problema pro-
puesto, trate de resolver primero un
problema similar. La intencién de este
heuristico es utilizar el razonamiento
analégico.

Mire atentamente la incégnita y trate
de recordar un problema que le sea
familiar, que tenga la mismaincégnita
o una similar. Este heuristico es titil
cuandoeluniversodelavariableesun
espacio de n-dimensiones. Entonces
se puede considerar un problema si-
milar en un espacio de dos o tres di-
mensiones, con el objeto de poder

presentar el problema sé pueden resumir visualizar algin camino de solucién.

en:
¢ Considerar un problema relacionado

¢ Analizar cuidadosamente el proble- con el que se tiene y que ya se haya

ma especificando los elementos cono- resuelto.

cidos y desconocidos; es decir, hay

que cerciorarse de que se conoce la ¢ Considerar un problema mas particu-
incégnita, los datos y las condiciones lar.

que relacionan esos datos.
* Considerar un problema mas general.
¢ Trazar un grafico o diagrama ¢ intro-
ducir la notacién adecuada. La inten- ¢ Sustituirla variable entera por valores
cién de este heuristico es concretar el especificos (1,2,3,4...). Este heuristico

8 Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995



es particularmente 1til en problemas
en los que el universo de la variable es
el conjunto de enteros positivos. Se
trata de obtener una generalizacién y
luego proceder por induccién mate-
matica.

¢ Descomponer el problema en partes,
hasta conseguir problemas de tamafio
manejable, Este heuristico tiene la do-
ble utilidad de utilizar tanto el método
como el resultado del problema maés
sencillo pararesolver el problema més
dificil.

Con respecto a los heuristicos para
ejecutar el plan, hay que recordar que
Polya considera que ésta es la fase
deductiva del proceso, por lo que no pre-
senté heuristicos propiamente dichos.

Los heuristicos para verificar los re-
sultados son muy importantes. Polya con-
sidera que existe una tendencia natural,
aunenlosbuenos estudiantes, adarse por
satisfechos una vezseha obtenidolasolu-
cién del problema. Entre los heuristicos
de verificacioén de resultados menciona
los siguientes:

e Tratar de resolver el problema de un
modo diferente.

* Verificar las implicaciones de la solu-
cidn.

Reconsiderar la solucién, reexaminar
el resultado y el camino que condujo aesa
solucién, ayuda a consolidar los conoci-
mientos y a desarrollar las aptitudes para
resolver problemas.

Las estrategias heuristicas son valio-
sas herramientas en el campo de la solu-
cién de problemas, particularmente cuan-
dose trata de problemas con los quenose

estd familiarizados. 5in embargo, estu-
dios realizados por varios investigadores
han encontrado resultados que pueden
resumirse asi: No s6lo es lo que sabes, s
cémo y cudndo lo usas. Los expertos tien-
den maés que los novatos a proceder a una
revisién ejecutiva del procese en que es-
tan implicados, son actores y observado-
res: trabajan en la sclucién del problema
y se vigilan criticamente mientras lo ha-
cen. Esto nos indica la importancia del
componente de la estructura.

2.3.3. Estrategiasmetacognitivas.Eltér-
mino «metacognitivas» fue introducido
por los psicolégos para referirse al cono-
cimiento y control de las actividades de
pensamiento y aprendizaje. En las con-
cepciones que manejan diversos autores
sobre lametacognicion se puede observar
que coinciden, de una manera u otra, en
definirla como el conocimiente que tie-
nen los sujetos acerca de la fortaleza o
debilidad de las capacidades cognitivas
parala adquisicién, el empleo y el control
del conocimiento.

Woolfolk, A. (1990)12 se refiere a la
metacognicion como la capacidad para
saber qué hacer, cémo y cuindo en la
ejecucion de una tarea especifica.

Donald Meichenbaum y sus colabora-
dores (1985) han descritolametacognicién
como: «estar consciente de la propia maqui-
naria cognitiva y de como funciona»13 .

Nickerson, R. (1990)14 plantea que la

12 WOOLFOLK, A. Op. cit., p. 76.

13 MENCHENBAUM, D. et al. «Metacognitive
assesment». Yussen (Ed.). The grouth or reflection in
children. Academic Press. Citado por: WOOLFOLK,
A. Op.cit. p. 76.

14 NICKERSON, R. ¢t al. Ensefinr a pensar. Barcelona,
Paidés, 1987, p. 125.
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metacognicion es el conocimiento sobre
el conocimiento eincluyeel conocimiento
de las capacidades y limitaciones de los
procesos de pensamiento.

Flavell (1978)15 define la sustancia del
conocimiento metacognitivo a través de
tres tipos de variables y sus interacciones
respectivas:

1. Variables personales, que comprenden
todo lo que uno podria decir de si
mismo y de las demas perscnas consi-
deradas como seres cognitivos.

2. Variables de la tarea, que se refieren al
conocimiento de lo que implican las
caracteristicas de una tarea cognitiva,
en cuanto a las dificultades de ésta y el
mejor modo de enfocarla.

3. Varibales de la estrategia, que implican
el conocimiento de los méritos relati-
vos de los diferentes enfoques en una
misma tarea cognitiva.

En el mismo sentido, Villarini ef al.
(1991)16presentanlametacognjciéncomo
la capacidad que tiene el pensamiento
para examinarse a si mismo y que le per-
mite al ser pensante estar consciente de
los procesos que ocuerren mientras pien-
sa. Plantean que la metacognicién tiene
tres elementos: la autorregulacion, el con-
trol ejecutivo y el control del conocimien-
to.

15 FLAVELL, ]. Cognitive monitoring. Texto presen-
tado en la Conferencia sobre técnicas orales
comunicativas de los nifios. Universidad de
Wisconsin. Oct. 1978. Citado por Nickerson, R. et al.

Cgp. cit,, p. 125,
16 VILLARINI, A. et al. La enscfignza orientada al
desarrollo del pensamiento. S.1. s.n. 1997, p. VI-8.

La autorregulacién estd relacionada
conla dedicacién, la atencién y las actitu-
des. La dedicacion es la energia que se le
dedica a una tarea, y puede ser controla-
da; la atencidn se relaciona con lo que se
privilegia, el ser humano puede enviar
mensajes asimismoen términos de loque
debe ser atendido; la actitud es la predis-
posicién negativa o positiva hacia un pro-
blema especifico v que influye en el pro-
ceso de pensamiento.

El control ejecutivo tiene que ver con
la planificacion, el control y la evaluacién
de las estrategias y del mismo proceso de
pensamiento, verificar si las estrategias
planificadas se han ejecutado y ajustar el
proceso de acuerdo a los obstdculos y
resultados que se van encontrando. El
proceso de control ejecutivo es ciclico y
simultineo.

El control del conocimiento se refiere
al estar consciente del conocimiento que
se tiene y del que se necesita para abordar
una determinada tarea, ademés de las
maneras de procesar la informacion, que
resultan efectivas en dicha tarea. Esto
quiere decir que el control del conoci-
miento esté relacionado con las respues-
tas a las siguientes preguntas: ;qué co-
nozco?, ;qué necesito conocer?, jcudndo
y por qué puedo utilizar este conocimien-
to? y ;como puedo utilizarlo?

Estos elementos metacognitivos fue-
ron los que utilizamos para el andlisis de
dicho componente en los procesos de pen-
samiento que desarrollaron los sujetos de
la investigacién en la resolucién de los
problemas. Pensamos que estos tres ele-
mentos se articulaban bien con las catego-
riasexpuestasanteriormente: conocimien-
tos de dmbito especifico y estrategias
heuristicas como con el componente afec-

10 ' Ingenieria & Desarrcllo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995



tivo que a continuacién resumiremos.

2.3.4. Componente afectivo. Los aspec-
tos afectivos juegan un papel centralen el
aprendizaje e instruccién matemadticos.
Los comentarios respectoal gusto{u odio)
hacia las matematicas son tan comunes
como los reportes de notas o de activida-
des instruccionales, y estas observaciones
informales soportan la opinién de que el
afecto juega un papel significativo en di-
cho aprendizaje.

El componente afectivo se referird a
un amplio rango de actitudes, sentimien-
tos y temperamentos, que van a estar
generalmente relacionados detrdasdel do-
minio del conocimiento,

En el contexto educativo, hablar de
educacién conlleva hablar del perfeccio-
namiento de la persona, lo que implica
considerar su forma de ser, de relactonar-
se con su ambiente, de construir conoct-
miento, por lo que consideramos primor-
dial el estudio delas actitudes con que los
estudiantes abordan la tarea de resolu-
cion de problemas matemdticos.

Gairin (1988), en su estudio sobre las
actitudes en educacién, se refiere a ellas
como: «instancias que nos predisponen y
dirigen sobre los hechos de la realidad; repre-
sentan una sintesis personal que filtra nues-
tras percepciones y orientn nuestro pensa-
miento»] , de esta manera se facilitaria o
se impediria la adaptacién de la persona
al contexto.

La actitud hacia determinada activi-
dad puede ser positiva y negativa, es

17 GAIRIN, ]. Las actitudes en educacién. Barcelona,
P.P.V.,1988, p. 123.

decir, una persona puede estar bien o mal
predispuesta y prejuiciada hacia deter-
minada situacidn, particularmente hacia
la resolucién de los problemas matemati-
COs.

En este estudio se tuvieron en cuenta
las actitudes hacia las matematicas, cons-
cientes de que hasta los conceptos abs-
tractos se asocian en nuestras mentes con
sentimientos y emociones. Por ejemplo,
se califican los teoremas como «fuertes» o
«débiles»; de los niimeros se dice que son
«frios», «serios». De igual manera, los
procesos de percepcién, comprension,
induccién son llevados a cabo con «ani-
mo» o «desdnimo», «apertura» o «blo-
queo», etc.

Elagrado, la confianza, la motivacién,
la ansiedad y las creencias hacia las mate-
mdticas son aspectos determinantes de
las actitudes con que los estudiantes abor-
dan la tarea de resolver problemas mate-
maticos, razén por la cual fueron conside-
rados como elementos esenciales para la
construccién de una escala, actitud que
sirvid de apoyo para aproximarnos a la
comprension de los estados afectivos de
los sujetos en el abordaje de esta tarea.

A continuacién se muestra un diagrama
més detallado de la estructura para la
exploracion de la cognicién matematica:

Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995 11



Estructura para la exploracion de la cognicion
en la resoluciéon de problemas en matematicas
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En esta investigacién se realizd un estu-
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blemas matemaéticos, concernientes a la
asignatura Calculo I, procesos de natura-
leza compleja que fueron analizados con
la ayuda del modelo teérico sobre el pen-
samiento y la cognicion matematica ex-
puesto previamente.
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Para aproximarnos a este proposito se
escogid lamodalidad de estudio de casos,
para de esta manera seguir mds de cerca
estos procesos de un modo profundo y
exhaustivo, con el objeto de obtener un
conocimiento més amplio y detallado.

Se recogieron datos de indole cualita-
tiva: grabaciones, observaciones, entre-
vistas, autobiografias en relacién con el
aprendizaje de las matemdticas, escala de
actitud hacia la resolucién de problemas
matemadticos, los cuales permitieron ana-
lizar con mayor amplitud el complejo de
manifestaciones cognitivas y afectivas.

Aunque el estudio de casos presenta
limitaciones en cuanto a sus posibilida-
des de generalizacién, esperamos que los
resultados obtenidos se constituyan en
un aporte valioso en el &mbito de la edu-
cacidn matematica, una pauta que oriente
la bisqueda de nuevas estrategias de ac-
cién dirigidas a propiciar el aprendizaje
significativo de las matematicas.

Se seleccionaron nueve estudiantes de
la poblacién estudiantil del Cicio Basico
de Ingenierias, todos de sexo masculino,
de acuerdo con los siguientes criterios:
nivel de estudios y rendimiento académi-
CcO.

Fueron escogidos tres estudiantes por
cada uno de los semestres, segundo, ter-
cero y cuarto, segtin su rendimiento aca-
démico en matematicas: alto, intermedio
y regular.

Los instrumentos y técnicas para la
recoleccién y anélisis dela informacién se
recogen en la siguiente tabla:

Instrumentos y técnicas metodolégicas
para la recoleccion de informacién

RETROSPECCION

RESOLUCION EN
VOZ ALTA

PROBLEMAS
MATEMATICOS

TRANSCRIPCIONES DE LAS GRABACIONES
DE LAS SESIONES DE RESOLUCION
DE PROBLEMAS

AGRADO
CONFIANZA
MOTIVACION
ANSIEDAD
CREENCIAS

ESCALA DE ACTITUD
(TIPO LIKERT)

HACIA LOS FROBLEMAS
MATEMATICOS

MATRIZ DE ANALISIS

CONOCIMIEN] ESTRATEGIAS | COMPONEN- | COMPONEN-
TOS DE HEURISTICAS TE TE
AMBITC METAQOCNITG | AFECTIVO

ESPECIFICO

INFORMACION ADICIONAL

- ENTREVISTAS PERSONALES

- OBSERVACION DIRECTA DURANTE LA
RESOLUCION DE PROBLEMAS

- AUTOBIOGRAFIA DEL APRENDIZAJE DE
LAS MATEMATICAS

El trabajo realizado se desarrollé en
cinco sesiones individuales de resolucién
de problemas relativos a las temdticas
que consideramos relevantes: Ecuaciones
lineales, geometria analitica bidimensio-
nales, maximos y minimos de funciones y
razones de cambio relacionadas. En cada
sesi6én, cada estudiante participd en ia
resolucién de dos problemas; en et desa-
rrollo del primer problema se utilizé la
técnica de retrospeccion, y en el segundo,
la resolucién en voz alta. Considerando
que en el orden inverso los estudiantes
inicialmente experimentaban cierto gra-
dodeintranquilidad, lo que podria llegar
incluso a bloquear el proceso. Se observd
que a medida que fueron transcurriendo
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lassesiones los estudiantes se sintieronen
un clima de mayor confianza, lo cual fa-
vorecid el desarrollo de la investigacién.

Para el desarrollo de cada una de estas
sesiones se siguienron tres etapas: la
escogenciade los problemas de acuerdoa
las necesidades propias del aprendizaje
de Calculo L. La aplicacién de estos pro-
blemas sin previa informaciénde la tema-
tica pertinente. En esta etapa alguno de
losmiembros del equipo de investigacién
siempre estuvo presente, a fin de realizar
las grabaciones de audio respectivas, al
mismo tiempo que se registraban el com-
portamiento afectivo de cada estudiante
a nivel de manifestaciones fisicas exter-
nas que proporcionasen indicios relati-
vos a su estado emocional, asi como el
empleode conocimientos de &mbitoespe-
cifico, estrategias heuristicas y metacog-
nitivas desplegadas en el procesc para
acumular informaciones complementa-
rias que contribuyesen al andlisis poste-
rior. La etapa de andlisis propiamente se
realizé bajo previa audicion y transcrip-
cién de las grabaciones realizadas duran-
te las sesiones de trabajo, con base en la
matriz de andlisis que se construyd te-
niendo en cuenta las categorias estudia-

das.
4. Conclusiones

Sin pretender establecer conclusiones
definitivas y generales acerca de los pro-
cesos de pensamiento desarrollados por
estudiantes del Ciclo Basico de Ingenie-
rias en la resolucion de problemas mate-
maticos, se mencionan las manifestacio-
nesmds relevantes, con el finde aportaral
conocimiento de estos procesos, para ha-
cef més viable el aprendizaje de las mate-
maticas, calificado tradicionalmente de
complejo e inaccesible.

Cada uno de los casos analizados pre-
sentd una actitud altamente favorable y
de apertura hacia las matematicas, inicia-
da en el senc familiar, donde los nexos
entre sus progenitores o parientes con las
materndticas eran estrechos. Algunos de
éstos son profesionales delalngeniriaola
docencia matematica, circunstancia que
motivé a estos estudiantes a sentir predi-
leccion por esta materia en el ambito de
las Ingenierias. Esta interaceionles ayudo
altamente a la formacién de concepciones
acerca de esta ciencia, e influyd en su
predisposicion positiva hacia el aprendi-
zajedelasmismas y enlaescogenciadesu
carrera.

Tales actitudes fueron reforzédndose,
enlamedidaen quesudesempeiio acadé-
mico fue alcanzando altos niveles, lo cual
les hizo merecedores de alta credibilidad
en el circulo de sus companeros, quienes
acudian a favorecerse de sus explicacio-
nes, y aun de sus profesores, quienes,
reconociendo sus cualidades, contribu-
yeron a fomentar en ellos un mayor nivel
de compromiso hacia la materia, impo-
niéndose en algunos el reto de
involucrarse en la resolucion de proble-
mas matematicos.

Pese a estos antecedentes, a través del
estudio se fueron particularizando los
comportamientos de cada uno de los ca-
sos en la resolucién de los problemas,
coincidiende en la mayoria de ellos con
sus niveles de rendimiento académico,
que se tuvieron en cuenta para su esco-
gencia.

En relacion con las categorias estudiadas
(conocimiento de ambito especifico, es-
trategias heuristicas, estrategias metacog-
nitivas y componente afectivo), los casos
se movieron dentro de un continuo, des-

14 Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 1: 1-23, 1995



de aquellos cuyos conocimientos mate-
maticos no han sido apropiados median-
te procesos de construccién y reflexién —
ya que sus reacciones ante la resolucién
de problemas mostraron habitos de ensa-
yoy error relativos al manejo de simbolos
sin el ejercicio de ninguna estrategia de
control, la ausencia de estrategias
heuristicas y metacognitivas que les im-
pidieron reconacer qué conocimientos se
necesitaban, cémo y cuéndo aplicarlos—
hasta aquellos cuyas manifestaciones en
la resoluciéon de problemas son compara-
bles a la de los «expertos», la calidad de
sus conocimientos indicé un alto nivel de
comprensién que les ha permitido cons-
truir una base sélida de esquemas, estra-
tegias heuristicas y metacognitivas que se
han ido entretejiendo en una red que se
fortalece enla medida en que se van gene-
rando nuevos conceptos y procesos para
abordar problemas matematicos y cons-
truir nuevos conocimientos.

A pesar de que todos los casos presen-
taron una actitud positiva hacia la resolu-
cién de problemas matematicos, sin em-
bargo, en la mayoria de ellos se presentd

un conflicto emocional cuando al leer el
problema querian hacer algo y no podian,
quizas por no contar con una base sélida,
de conocimientos, lo cual creé en algunos
un blogueo insuperable. Los procesos
afectivos influyeron en los estudiantes,
dependiendo de lo que sucedia en los
primeros momentos del proceso, es decir,
siduranteese primerlapsolograban com-
prender el problema, reforzaban su moti-
vacion, confianza y energias para prose-
guir en la soluciéon del mismo. Si, por el
contrario, la comprensién del problema
se tornaba dificil, entraban en estado de
nerviosismo, locual provocabarigidezen
la manera de plantear hipotesis alternati-
vas de solucidn, y esto, a su vez, dificulta-
ba el proceso hasta bloquearlo. Influye-
ron, asi mismo, en el estado emocional,
acontecimientos acaecidos en la interaccién
de los estudiantes con sus entornos familiar
y académico, que en algunos de los casos
provocaron abandeno de la tarea.

A continuacién se presentan las sinte-
sis aproximadas de los procesos mas fre-
cuentes que caracterizaron a algunos de
los casos analizados en el estudio:

SINTESIS DEL ANALISIS DEL CASO F.H.

( PROBLEMA )

POSEE
CONTIANZA CONOCIMIENTO ANSIEDAD
Sl DE AMBITO RN b
AUSENCIA DE ENSAYO
ALE%%:'F'I‘\SA?CO ESTRATEGIAS IMPULSIVO DE
HEURISTICAS FORMULAS
REEE%?&E&TI?SITE RESPUESTAS SIN
CORRECTAS SENTIDO
AUSENCIA DE
ESTRATEGIAS
METACOGNITIVAS
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El siguiente listado resume las carac-
teristicas entre las cuales estuvieron los
procesos desarrollados por los estudian-
tes en la resclucion de problemas de la
asignatura Célculo I

* Categorizan confacilidad, identifican-
do conceptos, principios y procedimien-
tos, lo que los lleva a construir una formu-
lacién matematica del problema.

* Poseen claridad conceptual y capaci-
dad para establecer relaciones.

= Poseen habilidad, precision y seguri-
dad en el manejo de procedimientos
algebraicos y algoritmicos requeridos en
la solucién de los problemas.

¢ Han desarrollado cierta capacidad
para intuir fisica y geométricamente las
situaciones problemas, lo que les facilita
la comprensién de éstas.

» Presentan dificultades para abstraer
lasituacidn planteadaen términos de prin-
cipios y conceptos y por tanto en la for-
mulacion matematica del problema.

¢ Recuerdan nombres y formulas, pero
no propiamente conceptos.

¢ Experimentan inseguridad en el ma-
nejo de los procedimientos rutinarios, lo
cuallesllevaacometererrores decardcter
operativo.

* No realizan esfuerzos por intuir fisica
y geométricamente el problema, prefie-
ren ensayar férmulas sin ningiin control.

* Han desarrollado su capacidad espe-
cial, para representar gréficamente (en el
planoyenelespacio)las situaciones plan-
teadas en los enunciados verbales.

* Utilizan el grafico como estrategia
heuristica introduciendo en él, notacio-
nes adecuadas que contribuyen a eviden-
ciar y construir relaciones fundamentales
para la solucién del problema.

¢ La organizacién de los conocimiertos
es flexible y mévil con gran nimero de
conexiones, lo cual les permite recordary
recuperar con facilidad la informacion
almacenadaenlamemoria, paraemplear-
la en diversas situaciones.

» Poseen una estrategia directa general
queenglobe: Disefiode un plan, ejecucién
y verificacién de resultados.

+ No traducen (o les es dificil hacerlo
correctamente), la representacion verbal
o simbélica a la representacién gréfica.

¢ Presentan limitaciones en la interpre-
tacién gréfica, lo que restringe la com-
prensién y la construccion de relaciones
fundamentales.

¢ Laorganizacién de sus conocimientos
se asemeja a un sistema de éstos, lo que
dificulta el acceso a la informacién (defi-
niciones, teoremas, etc.), lo cual, a su vez,
genera un desgaste de energias que pro-
vocan bloqueo emocional y cognitivo.

* Su comportamiento es impulsivo, no
se detiene a planificar una secuencia mi-
nima de pasos.

* Poseen estructuras de conjunto
construidas a través de un proceso conti-
nuo de reflexién englebado en el circulo
comprension-explicacién-comprension.

* Construyenhipdtesisalternativas para
obtener inicialmente una comprensién
amplia del problema, identificar una exi-
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gencia final y con ello tomas las medidas
operativas necesarias para llegar a la so-
lucién final.

¢ Demuestran alto grado de atencibén y
dedicaci6n a la tarea de resolver proble-
mas, revisando constantemente sus pro-
cedimientos y resultados parciales, para
constatar la validez y coherencia légica
del procedimiento, las implicaciones de
los resultados, con el fin de llegar a esta-
blecer generalizaciones.

¢ TUsan el analisis dimensional como es-
trategia de control del proceso y de los
resultados.

¢ Subase de conocimientos parece estar
constituida por un conjunto de operacio-
nes parciales y habitos relativos almanejo
mecdnico de formulas.

» No analizan otras posibilidades de
solucion, lo que les impide establecer
nuevas consideraciones cuando sus
promeros intentos resultan infructuosos.

* Pierden facilmente la concentracién
en el desarrollodel proceso, desviando su
atencion hacia detalles no significativos,
en lugar de analizar la coherencia y vali-
dez de su razonamiento.

* No utilizan el anélisis dimensional ni
con el proceso ni en los resultados.

+ Ejercen control sobre su estado
emcoional, con el fin de distraer su aten-
cién ni disminuir la confianza en sus po-
tencialidades.

* Dan muestras de poseer una alta mo-
tivacién, deseo de disfrutar y superar el
reto de resolver problemas.

» Experimentan con facilidad estado de
ansiedad inhibitorio que favorece el blo-
queo cognitivo y afectivo, que loHevanal
abandono de la tarea.

* Laresolucién de problemas se ha con-
vertido en una tarea a la cual no desean
enfrentar.

5. Recomendaciones

Con el propésito de promover lineas de
accién tendientes ala construccidén deuna
diddctica que se centre en las acciones del
que aprende, que propicie el desarrollo
del pensamiento y el aprendizaje de un
conocimiento matemético construible
mediante la resolucién de problemas, es-
tablecemos las siguientes consideracio-
nes:

* Planificar y desarrollar un seminario
permanente de profesores en el cual se
discutan las teorias acerca de la naturale-
za, ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas.

» Disefiar y aplicar «formas» que propi-
cien el desarrollo de estrategias para re-
solver problemas de matematicas. Un
programa eficaz para mejorar o desarro-
llar las capacidades de los estudiantes
para resolver problemas debe guiarles:

* A tomar un tiempo adecuado para la
reflexi6n previa, tratando de construir el
sentido del problema.

* A ubicarse con atenciéon y claridad en
todas las situaciones que plantea el pro-
blema.

* A planificar e] procedimiento que se
debe seguir.
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* A la concentracion permanente, evi-
tando la precipitacion acerca de la res-
puesta.

* A pensar en nuevas maneras de solu-
cion, o bien plantear estrategias de bus-
queda, pero con base a un conocimiento
de dmbito especifico regulado y controla-
do, evitando de esta manera el ensayo
mecdnico de férmulas.

* A adquirir habilidad scbre algunos
procedimientos generales para la resolu-
cidn de problemas.

* A ampliar y a reestructurar la base de
conocimientos. '

* A una interaccién dindmica entre los
conceptos matematicos y los procesos.

* A «sentir» el problema a través de la
representacién grafica que ayude al sur-
gimiento de ideas o posibles caminos de
solucién.

* A crear problemas a partir de los ya
conocidos.

* A transferir la estructura de un pro-
blema y su solucién a diferentes contex-
tos.

* A volver sobre el problema. El hébito
metacognitivo determina favorablemen-
te un control adecuado y una evaluacion
formativa o por etapas en la medida en
que se avance en el proceso, y garantiza
resultados favorables. Ademds, conduce
a analizar detalladamente lo que se hace
antes de aceptarlo.

Esta nueva apertura reforzara el com-
portamiento recursivo que vayan adop-
tando los estudiantes en la medida en que

resuelven problemas matematicos, y sus
resultados les llevaran a valorar que no
s6lo es lo que lleguen a saber, sino cémo,
cuando y cémo lo utilizan, ayudéndoles a
desarrollar habilidades de autorregula-
cion durante la solucién de problemas
matematicos, como también a ser auto-
criticos, con base en reflexiones detalla-
das sobre los aciertos y desaciertos en la
resolucion de problemas matemaéticos.

Elprocesoevaluativodebe fundamen-
tarse en indagar sobre qué estan haciendo
los estudiantes, esto es, si son capaces de
describir o trabajar sobre el proceso plan-
teado, como lo estan haciendo y como lo
encajan dentro de la solucién.

Una sugerencia relativa a la metodologia
de trabajo en el aula es la siguiente:

a. Clases «tedricas»: exposiciones para
presentar e ilustrar el uso de
metodologias pararesolver problemas
propuestos por distintos autores:
Polya, Schoenfeld, Newell y Simén.

b. «Talleres». En los cuales el profesor
modela la conducta de «ver» y repre-
sentar un problema, explica las difi-
cultades de «ver» el problema sélo a
través de su enunciado verbal y aclara
cémo usar la estrategia directiva gene-
ral elegida y los heuristicos pertinen-
tes.

Los estudiantes se organizan en gru-
pos de trabajo, designando un protoco-
lante que escriba las soluciones a los pro-
blemas planteados. Después se hace una
puesta en comdn en la que cada grupo
presentay explica su proceso de solucion.

A su vez, el profesor da realcé a las
diferentes representaciones, con ¢l fin de
establecer comparaciones entre los dife-
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rentes procesos realizados. Finalmente,
realiza un proceso de retroalimentacion y
asigna problemas adicionales.

El seminario y los talleres en el aula
son procesos que se nutren mutuamente,
para incorporar al trabajo nuevas estrate-
gias heuristicas y metacognitivas y fun-
damentarlas teéricamente con el fin de
configurar bases sélidas que soporten
nuestra préctica pedagégica en el ambito
de la educacion matematica.
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