Condiciones de frontera en el método de
los elementos finitos

Néstor Durango *

Introduccién

El fundamento para la sclucién de
problemas fisicos mediante métodos nu-
méricos es el correcto planteamiento y
la adecuada solucion de un sistema de #
ecuaciones, que permitan determinarlos
valores que toma la variable de trabajo en
n puntos discretos o nodos.

Estas ecuaciones se plantean paracada
uno de los nodos, y son de la forma

Ciddi + CaPa + Cb@b + CdAd + CeJe
+CfBf =0

donde:

@j es la variable o funcién que se vaa
determinar;

Cj son coeficientes, cuyos valores
dependen de la posicidn relativa de los
nodos vecinos a,b,d,e f respecto del nodo
i

Los Cj también dependen de la condi-
cién del nodo i: nodo interior, o nodo de
frontera.

Una delasdificuitades que se presen-
ta en lasolucién de los problemas fisicos
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mediante métodos numéricos es la deter-
minacién de los coeficientes relaciona-
dos con los nodos de frontera. Esto es
particularmente ciertocuando se utilizan
1os métodos de diferencia finita y de ele-
mentos finitos, en los cuales se adoptan
técnicas que requieren mucho cuidado
para su correcta aplicacién; pero atn asi
se cometen errores deldgicay de progra-
macién cuando se sistematizan estos mé-
todos.

El propdsito de este articulo es
presentar las ecuaciones que permitan
determinar los coeficientes Cj para los
nodos interiores y para los de frontera,
de una foma que muestren la secuencia
que facilite al usuario del método de
elementos finitos plantear los algoritmos
para su sistematizacion.

La aplicacion de las ecuaciones que se
presentan aqui se limita a los problemas
fisicos que involucren la determinacién
de una funcion potencial & en una regién
ocampo R. Estasituacion se presenta, por
ejemplo, en flyjo de fluidos con poten-
cial, transferencia de calor por conduc-
cién, flujo de cortante en un medio
continuo, corriente en un campo eléctri-
co, donde se cumple gue:

Vig=0
En casos sencillos se puede determinar

analiticamente el valor de © en la regidn
R; o se puede hallar graficamente su va-
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lor, si no serequiere de mucha exactitud;
omediante el uso de métodos numéricos,
en casos mds complejos.

Método de los elementos finitos

Cuando se emplea este método, se divide
la region R en subregicnes R’. A mayor
nimero de subregiones, mayor exacti-
tud, pero mayor complejidad en el plan-
teamiento y en la solucién del problema.

Las subregiones estdn separadas por
segmentos de recta, y éstos concurren en
los nodos; asi que cada nodo estd asccia-
do con varias subregiones, y cada
subregién estd asociada con variosnodos.

Con el método de los elementos fini-

tos se supone que & varia en cada
subregion, de acuerdo con la relacién

“ D= AX+BY+ C
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que esla ecuacién de un plano. AB,C,
son constantes en cada subregion y sus
valores dependende los valoresde £ en
los nodos asociados con R’

Si R’ esta asociada con los nodos 1,2,3,
entonces

1 =AX1+BY1+C,
02 =AX2+BY2+C,
a3=AX3+BY3+C.

Este sistema de ecuaciones se puede
resolver para Ay B; siel determinante del
sistema es:

D=X1(Y2-Y3) + X2(Y3 - Y1)+ X3(Y1
-Y2), entonces:

A=[@1(Y2-Y3)+@2(Y3- Y1)+ @3(Y1
-Y2)] / D,

B=[@1(X2-X3) + @2(X3-X1) + D3(X1
-X2)] / D.

Coeficientes de los nodos interiores

Laaplicacionde V2@ =0en R’ condu-
ce a:

JA/oX + dB/dY = 0,
que se cumple si:
AdD/dX +BID/dY = 0.

Para un nodo i, asociado a varias
subregiones, se cumple entonces que:

3. [A(3D/3X)i + BED/3Y)i] = 0.

Desarrollando la expresién anterior
para el nodo i, que esté asociado con las
subregiones delimitadas por los nodos
vecinos a,b,d e, f, resulta:

Cidi + Ca@a + Cbb + Cddd + Cede +
Cfa3f = 0.

Donde los coeficientes Cj se obtienen
de:

Ci= (Ya-Yb)2+(Yb-Yd)?+(Yd- Ye)?
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+{Ye-Yf)2+(Yf+Ya)2+(Xa- Xb)2
+ (Xb-Xd)2 + (Xd - Xe)2 + (Xe - Xf)2
+ (XE - Xa)2.

Ca= (Yi-Yf(Yf-Ya)+(Ya-Yb)(Yb-Yi)
+ (Xi - XB)(XE - Xa) + (Xa - Xb)(Xb -
Xi).

Cb= (Yi-Ya)(Ya- YD)+ (Yb - Yd)(Yd -
Yi) + (Xi - Xa)(Xa - Xb) + (Xb -

Xd}Xd - Xi).
Ef = (Yi-Ye)(Ye- Y} +(Yf-Ya)}(Ya-Yi)
+ (Xi - Xe)(Xe - Xf) + (Xf - Xa)(Xa -
Xi).
b a
4 i

En cada coeficiente Cj estan relaciona-
das las coordenadas X y Y de los nodos
vecinos al nodo j.

Es asicomoen Ci aparecen relaciona-
das las coordenadas X e Y de todos los
nodos vecinos dei:a, b, d, e yf.

Y en Ca, por ejemplo, aparecen rela-
cionadas las coordenadas de los nodos
vecinos alnodo a:iy f.

Condiciones de frontera

El sistema de n ecuaciones con # incégni-
tas obtenido de aplicar la condicién
V2@=0enlosnnodosdelaregiénR, tiene
solucién no trivial si se dan condicicnes
consistentes de frontera.

Condiciones de frontera de primera clase

Las cumplen los nodos con potencial
conocido; son fronteras de primera clase
en transferencia de calor, las superficies
con temperatura conocida; en flujo de
fluidos con potencial y en flujos en me-
dios porosos, loson las superficies imper-
meables.

Esta condicién de frontera se tiene en
cuenta escribiendo para el nodoj la ecua-
cion

OJj = constante
Condiciones de frontera de segunda clase

Las cumplen los nodos en los cuales se
conoce el gradiente del potencial, como
por ejemplo, superficies con flujo de calor
conocido en transferencia de calor; sec-
ciones transversales donde se conoce la
velocidad media, en flujo de fluidos con
potencial, y en flujos en medios porosos.

Un caso especial se tiene cuando el
gradiente del potencial es cero: superfi-

cies adiabaticas en transferencia de calor.

Esta condicion de frontera se tiene en
cuenta aplicando:

(d¥/an)k = V = constante,

al nodo k de la figura, en direccion n.
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De la ecuacién anterior se deduce que
en cada subregién asociada al nodo k se
cumple que:

A+B=V;

Para todas las subregiones asociadas
al nodo k se cumple entonces gue:

SA+B)= ZV.

Al desarrollar la expresién anterior se
obtiene:

Ck@k + Cada + Cb@b + CdAd +
Cee = V Rk,

Donde los coeficientes Cj se obtienen
de:

Ck = (Ya- Ye) - (Xa-Xe);
Ca = (Yb - Yk) - (Xb - Xk);
Cb = (Yd - Ya) - (Xd - Xa);
Cd =(Ye - Yb) - {Xe - Xb);
Ce =(Yk- Yd)- (Xk - Xd).

Rk = Xk(Ya- Ye) + Xa(Yb - Yk} + Xb(Yd
- Ya) + Xd(Ye - Yb) + Xe(Yk -Yd).

Se puede observar que en Ck se
relacionan los nodos a y e, vecinos dek,
y que también son nodos frontera, pero
no se relacionan ios nodos interiores by
d.

En Ca se relacionan los nodos b y k,
vecinos de a; en Ce se relacionan los
nodos k y d, vecinos de e.

En el coeficiente del nodo interior Cb
se relacionan los nodos d y a; y para el
coeficiente Cd se relacionan losnodosb y
€, pero ni en un caso ni en el otro se
relaciona el nodo k.

Condiciones de frontera de tercera clase

Esta condicién la cumplen los nodos en
los cuales se conoce la relacién del poten-
cial con su gradiente. Es el caso de super-
ficies convectivas en transferencia de
calor; secciones transversales donde se
conocen tanto la velocidad media como
la presién, en flujos con potencial y flujos
en medios porosos.

En las fronteras de tercera clase se
aplica { O/n)k = -(h/k)Ok al nodo k,
mostrado en la figura anterior,
obteniéndose como resultado:

(Ck + Rk [h/k] Yk + CaPa + Cbb +
CdAd + Ce@e =0

Condicion especial de frontera

Se consideran especiales las condiciones
de los nodos vecinos a un sumidero o a
una fuente infinita, donde se conocen tan-
to el potencial como su gradiente,

En esta clase de fronteras se aplica
V2@ =0alnodom, asociado con losnodos
a, b, d, e, obteniéndose como resultado:

Cm&m + Cala + Cb@b + CdAd +
Cele =0.

Los coeficientes en la ecuacién ante-
rior son:

Cm = (Ya- Yb)2 + (Yb - Yd)2 + (Yd - Ye)2
+(Xa-Xb)2+{Xb-Xd)2 + (Xd - Xe)2.
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Ca= (Ya-Yb)(Yb-Ym)+(Xa-Xb)(Xb-
Xm).

Cb = (Ym-Ya)(Ya-Yb)+(Yb-Yd)(Yd-
Ym) + (Xm - Xe}{Xa - Xb) + (Xb -
Xd)(Xd - Xm).

Cd = (Ym-Yd}Yb-Yd)+(Yd-YelYe-
Ym) + (Xm - Xd){(Xb - Xd) + (Xd -
Xe)(Xe - Xm).

Ce= (Ym-Yd)(Yd-Ye)+ (Xm-Xd}Xd
- Xe).

F mn [
b d
En el coeficiente propio, Cm, estin
relacionados todos los nodos vecinos al
nodom:a,b,d,e.En los demads coeficien-

tes se relacionan las coordenadas de los
nodos vecinos.

Conclusicnes

Cuando se usa el método de los elemen-
tos finitos para resolver problemas fisi-
cos con potencial es importante identifi-
car con certeza las diferentes clases de
frontera involucradas en el problema.

Definidas las clases de frontera, se
pueden plantear las ecuaciones de nodos
correspondientes, siguiendo con cuidado
las relaciones secuenciales de cada coefi-
ciente.

La regla es que en cada coeficiente Cj
se relacionen las coordenadas X y Y de los
nodos vecinos a j; pero en las condiciones
de segunda y tercera clase de frontera, el
criterio de vecindad es especial.

Es posible sistematizar parcialmente,
o0 en su totalidad, el planteamiento del
problema y su soluciénutilizandoherra-
mientas computacionales sencillas.
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