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Cuadrado de un trinomio como suma de cuadrados

Rafael E. Martinez Solano*

Resumen

En este articulo se determinan las condiciones bajo las cuales el cuadrado de un trinomio
de la forma x*+ mxy + ny*, con m y n naturales, puede ser expresado como una suma de
cuadrados; qué forma tienen dichos sumandos y cémo aplicar los resultados oblenidos en la
determinacion de ternas pitagéricas.
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Abstract

Inthis paper, the conditions under the square of a trinomial in x2 + mxy +ny2 form, where
m and nnatural numbers, can be expressed as a sum of squares are determined. Form of these
addends and how fo apply obtained results in the construction of pythagorean terns.
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1. Introduccion

Una terna pitagorica es un conjunto
ordenado de tres niimeros naturales a,
b, y c tal que

a+br=c  (1.1)

La generacion de ternas pitagéricas
es un problema que ha ocupado a los
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matematicos desdelaantigiiedad. Eucli-
des propuso la siguiente férmula para
determinar ternas pitagéricas: Dados m
y nnimeros naturales, conm>n, la terna

(m*-n?, 2mn, m*+n?), (1.2)

es pitagoérica.Veamos como al expresar
el cuadrado de un trinomio de la forma
¥? +mxy + ny’, para ciertos valores de m
y 1, como una suma de cuadrados,
puede obtenerse una manera poco
comtn de generar ternas pitagéricas.
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2. Desarrollo de la expresion
(x% + mxy + ny?)?

Desarrollandoel cuadradodel trinomio
¥? + mxy + ny?, se tiene que:

(2% + mxy + ny?)? = (x* + mxy)*+ 2 (x* +
mxy) ny*+ n*y*
= {x(x + my) +
2nxy? + 2mnxy® +
niy
= {x(x + my)}? +
ny? (2x% + 2mxy + ny?)

Luego

(o + mxy +ny?)? = {x(x + my)}* +
ny* (2x% + 2mxy + ny?) (1.3)

Aqui, el primer sumando es un cua-
drado perfectoindependiente del valor
de n.

Veamos ahora qué condiciones im-
poner a m y n para que el segundo
sumando sea también un cuadrado per-
fecto.

Consideremos la ecuacion ny? (2x* +
2mxy +ny*) =0,lacual puede expresarse
como y*(2nx* + 2nmxy + (ny)?) =0.5i y#
0 y n#0, entonces 2nx* + 2nmxy +
(ny)* =0,

de modo que al despejar x se tiene:

2mny * \4m*n*y? - 8n® y*

4n

xX=

Ahora, el trinomio 2nx* + 2nmxy +
(ny)* serd cuadrado perfecto si la ecua-
cion 2nx* + 2nmxy + (ny)? = 0 tiene una
raiz de multiplicidad 2, lo cual ocurre
cuando 4mn?y? - 8n’y? = 0.

Ahora,
dmPnty? - 8ny? = 0 = 4nPy*(m? - 2n) = 0.

Pero
dn*y'#0 =m*-2n=0
=Sm=V2n

Luego, para que m sea un niimero
natural, es necesario que n = 2#?, siendo
t cualquier nimero natural; de modo
que si n = 2%, entonces m = 2¢.

Reemplazandolos valores obtenidos
paramy nen (1.3), se tiene:

(% + 2txy + 26%%°)* = {x(x + 2ty)}* +
287 (2% + 4txy + 28%%)

(2% + 2y + 28%%)% = X (x 2+ dtxy + (28))
+ 4%y (2% + 28xy + £2y7)

(% + 2(ty)x + 2(ty))? = 2%(x* + 2x (2ty) +
(2ty)) + 482 (x* + 2(ty) x + (ty)?)

(2% + 2(ty)x + 2(ty)?) = x*(x + 2ty )+ 422
(x +ty)?

(% + 2(ty)x + 2(ty)?)? = [x(x + 2ty))* +
[2(ty) (x +ty)]

Tomando z=ty se tiene:

(x*+2zx + 22 = [x(x + 22)]* + [2z(x + 2) ]
(2.1)
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Esto nos indica que solamente el
cuadradode trinomios reduciblesa x*+
2zx + 2z puede ser expresado como
una suma de cuadrados.

Ahora, six y z sereemplazan por
nameros naturales, entonces la terna
(x(x + 22), 2z(x + z), x* + 2zx + 2z%) es
pitagdrica, ya que se satisface (2.1).

Puesto que (x* + 2zx + 22°)* = [x(x +
2z)]* + [2z(x + z)]? puede expresarse
como

(6 + 223 + 229 = (2Pl [ (4 D + 2+ D)

entonces

3 2z
(0 + 22 + 22%P = (x2)* [ (—+ 22 +(—+ 214,
’ Y (22

Ecuacién en la que podemos ver
claramentelasoluciénal problema pro-
puesto en http:/www. maths. uts. edu. co/
numericon/ triples. html, donde se su-
giere una manera extrafiade determinar
ternas pitagdricas:

«Tome 2 fracciones positivas cuyo pro-
ducto sea 2 y stimele 2 a ambas.

Tome las nuevas fracciones y forme
dos niimeros de la siguiente manera:
Multiplique el denominador de la prime-
rafraccion por el numerador de lasegun-
da y el denominador de la segunda frac-
cién por el numerador de la primera.
Ast, al sumar los cuadrados de los mime-
ros resultantes se obtiene un cuadrado
perfecto».

Sigamos lo propuestoy verifiquemos
que, en efecto, de esta manera se obtie-
nen ternas pitagoricas:

Six#0, y#0, entonces el producto
de las fracciones positivas X yﬂ es
. y ©*
igual a 2.

Sumadndole 2 a cada fraccion se ob-

tiene w=x+2y y v=2y+2x
] x

Multiplicando el denominador dela
segunda fracciéon al numerador de la
primera, se obtiene d = x(x + 2y).

Multiplicando el denominador de la
primera fraccién al numerador de la
segunda, se obtiene f = y(2y +2x) = 2y
(y + x).

Obsérvese que
* 2 )
d=uxy (—y' +2)y f =xy (TJ.,. 2) ademds
x )
o? +f2 = (xy)z {(i_,_ 2)2+ (;y_'_ 2)1}’
¥

que de acuerdo con (2.2) resulta ser un

cuadrado perfecto; por lo tanto (d, f, d*+
f?) es una terna pitagorica.

CONCLUSIONES

El probar lo propuesto en http:/ wiww.
maths. uts. edu. co/ numericon/ triples.
html realmente nos conduce a la obten-
cion de un cuadrado perfecto, como
puede apreciarse en la verificacion ex-
puesta; ahora, a la pregunta: ;Cuadles
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son los trinomios de la forma x* + mxy +
ny?, conmy nnaturales, que puedenser
expresados como una suma de cuadra-
dos?, vemos queal efectuarel desarrollo
y obtener la ecuacién (2.1) se deduce
quesdloel cuadradode trinomios redu-
cibles a x* + 2xz + 2z* puede ser ex-
presado como suma de cuadrados.

Como una consecuencia de los re-
sultados obtenidos, es posible generar
ternas pitagoricas utilizandolaecuacién
(2.1) al reemplazar las variables por
niimeros naturales.

Se deja al lector la verificacion de
que la ecuacién (2.1) puede obtenerse
de la ecuacién (1.2).
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