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Resumen

El objetivo de este trabajo es comparar diferentes esquemas de solucion Analitica y
Numéricaparaproblemas en Teoria de elasticidad lineal. Los procedimientos numéricos
comparados son el de “Método de elementos finitos” y el “Método de Rayleigh-Ritz”.
Aungque los dos parten de la solucion aproximada de un mismo problema variacional,
difieren en la forma en que las variables de estado son aproximadas, en este caso el
campo de desplazamientos. Con el propésito de comparar resultados se desarrolla
el estudio del estado de esfuerzo y deformacién de un eje con seccién transversal
variable, conductividad térmica no uniforme y que se encuentra empotrado en sus
extremos. El estado de esfuerzo se genera debido a una diferencia de temperaturas
entre sus extremos y una carga puntual en una posicion intermedia. Se plantean
las ecuaciones fundamentales y se obtiene la solucién analitica. Posteriormente se
resuelve el problema variacional equivalentey se expresa el campo de desplazamiento
en series de senos y cosenos.

Debido a la discontinuidad en el campo de desplazamientos, consecuencia de
la carga puntual, la solucién obtenida tiende a la solucién analitica a medida que
se aumenta el niimero de términos de la serie, pero es de anotar que la evaluacion
de las integrales para la obtencién de dicha solucion requiere de un esfuerzo mucho
mayor al ser funciones que son vdlidas en todo el dominio. Se puede observar cémo
el método de los elementos finitos saca ventaja de funciones sencillas con un soporte
compacto paraladescripcion delas variables incégnitas y de como se llega a una mejor
concordancia con los resultados analiticos evitando las oscilaciones de la solucion,
caracteristica propia de las series de senos y cosenos.
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Abstract

The present writing is headed to the comparison of different schemes from Analytical
and Numerical solution for problems in the Theory of Linear Elasticity. Numeri-
cal procedures to compare are the “finite element method” and the Rayleigh-Ritz
method. Although both start from the approximated solution of a same variational
problem, they differ in the form in which the state variables are approximated, in
this case the displacement field. With the objective to compare results, a study of the
strength and deformation state is developed in an Shaft with variable cross-sectional
area, not uniform thermal conductivity and fixed ends. The stress state is generated
due to a temperature difference between its ends and a point load in an intermediate
position. The fundamental equations are considered and the analytical solution is
obtained. Afterwards, the equivalent variational problem is solved and the field of
displacements is expressed in terms of sines and cosines.

Due to the displacement field discontinuity, which is consequence of the
punctual load, the obtained solution tends to the analytical solution as the number
of terms of the series increases, but it is important to say that the evaluation of the
integrals for obtaining this solution requires a greater effort since functions are
valid in the entire domain. It can be observed how the finite element method takes
advantage of simple functions with a compact support for the description of the
unknown variables. Also it is noticed how to get to a better concordance with the
analytical results avoiding the oscillations of the solution, proper to sine and cosine
series.

Key words: Heat transfer conduction, strain, displacements, finite elements
method, thermal strength, energy methods, Rayleigh-Ritz method.

1. INTRODUCCION

En un eje de seccién transversal circular variable, empotrado en sus extre-
mos a diferentes temperaturas y con una fuerza aplicada a una distancia
determinada sobre su eje longitudinal, se inducen esfuerzos debido a las
cargasy alos gradientes de temperatura que pueden ser analizados mediante
las ecuaciones fundamentales de la Mecadnica de medios continuos y la Teoria
de la elasticidad. Se plantea la solucién al problema utilizando tres métodos:
analitico, aproximaciones por el método de energia de Rayleigh-Ritz y
elementos finitos, utilizando Matlab como principal herramienta informadtica
parala solucién de operaciones de cdlculo y sistemas de ecuaciones obtenidos,
y ANSYs para la solucién del problema por elementos finitos.

El andlisis del problema, desarrollado por cada uno de los métodos antes
mencionados, determina que el método deenergia, siendomuchomadselaborado
ensu desarrollo, es el que mds se aproxima a la solucién analitica; sin embargo,
el método por elementos finitos brinda una excelente aproximacion.
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2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

En el ejercicio de la ingenieria se encuentran mltiples problemas del campo
de la elasticidad que requieren de la combinacién de conceptos de diversas
dreas en bisqueda de una solucién comtin que satisfaga las condiciones bajo
las cuales se encuentran actuando dichos componentes.

En el problema que se plantea a continuacién no sélo se presentan defor-
maciones por efecto de la carga sino también las producidas por el gradiente
de temperatura, lo que conduce al empleo de las ecuaciones de la Elasticidad
y de la Transferencia de calor por conduccién.

Asi pues, considere el eje macizo de seccion transversal circular Amostrado
en la figura 1, que se encuentra empotrado en sus extremos; la temperatura
del lado izquierdo se mantiene constante y es de 70°C, mientras que en el
derecho es de 180°C. La temperatura del eje cuando fue empotrado era de
22°C. El material del eje tiene una conductividad térmica variable k(x) y
mecdnicamente se comporta como un material eldstico lineal con un médulo
de elasticidad E, un médulo de Poisson i y un coeficiente de expansién térmica
o. De igual manera se ejerce sobre éste una carga P de 60 kN a una distancia
de 2L /3, medida desde el empotramiento izquierdo. Teniendo en cuenta la
geometria y la informacién suministrada, se desea determinar el campo de
desplazamiento resultante y el nivel de esfuerzo axial en el eje como funcién
de x, con el fin de encontrar la seccidn critica.

. (a) A T

A
! \1 Dimensiones: Propiedades:
L =500 mm v =03
""""" > X A =250 mm? P = 60 KN
A, = 400 mm? a = 11.7¥10-6/°C
T, = 70°C o[ 1 )
k(e =20l ———+1[W /m°C]

E = 200 Gpa
Figura 1. Eje de seccién variable empotrado en los extremos
El procedimiento para resolver este problema inicia con el andlisis del
problema de la Transferencia de Calor, posteriormente se determinan las

reacciones producidas por la carga, y finalmente, los desplazamientos y
esfuerzos que se presentan sobre el cuerpo analizado.
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El sistema en estudio permite obtener una solucién analitica del problema;
sinembargo, estono siempre es posible, porlo cual serecurre aluso de métodos
alternativos para encontrar soluciones aproximadas. En esta investigacion se
emplean Rayleigh-Ritz y el de elementos finitos como métodos alternativos
para ser comparados con la solucién analitica obtenida.

Una importante aplicacién del sistema en estudio se encuentra en tuberias
con extremos fijos, cuyas condiciones de presién y temperatura hacen que
estos elementos se vean sometidos a distintos niveles de esfuerzos; por lo
cual se debe proceder al disefio de aliviadores (secciones en U) capaces de
deformarse controladamente, lo cual evita que ésta falle por pandeo.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA TERMICO
Determinacion de la Distribucion de Temperatura

Debido a los cambios de temperatura que sufre el eje se presenta un flujo
de calor del punto de mayor temperatura al de menor temperatura, lo cual
genera una transferencia de calor por conduccién.

El problema de conduccién en el eje se trabaja unidimensionalmente, dado
que la mayor relacion radio/longitud es muy pequefia (del orden 0.02256);
por tal motivo se puede centrar la solucién en conocer la distribucién de la
temperatura a lo largo de la longitud del eje. Por ello, expresara el radio, r,
variable en este caso, en términos de x.

Realizando el balance de energia se tiene que

0 0

E +F produce = E

entra +F acumula o desacumula

sale

Dado que no se produce ni se acumula energfa:
=E (Ec. 1)

entra sale

Tomando un elemento diferencial para el calor, como se muestra en las
figuras 2 y 3, y aplicando (Ec. 1) se obtiene que

q ”szq ”Ax+Ax

4 Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 17: 1-27, 2005



COMPARACION DE SOLUCIONES ANALITICAS Y NUMERICAS DE UN PROBLEMA TERMOELECTRICO

Donde ¢” = _k(x)‘jl_
X

E:
| q'A ; q”
To | TL X I x+dx
o i - — = — =
tt ’
_ﬁ %_
N > dx
L
a) b)

Figura 2. a) Diagrama del eje en el sistema coordenado (r, x) para facilitar el
estudio. b) Elemento diferencial de calor

Aplicando limite de ambos lados, y de acuerdo con la ley de Fourier para
la transferencia de calor, se tiene que
Lim L Asa —q7 A, _d(g°D) _
Ax dx

Ax—0

Entonces

d T
dx(_ k(x)g A(x)): (Ec.2)

Debe recordarse que

=3
ki =20 210 T 4

_ dk _
k=0 ™+ —> d(x) —ohe ™M
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Como A=0or? donde r=n+ (u)x

L
nh —H
A(x)=3(r1+(2L 1}-]2

dA
Ay =3(a+bx)? —> %z 20b(a+ bx)
X

Reemplazando lo anterior en (Ec. 2) y resolviendo esta ecuacién diferencial
se llega a que la temperatura a lo largo del eje viene dada por

T TF_]w()

= ]C' L — dx |+ T,
” (L 1 J o (a+bx)*(e™ +1)
dx

¢ (a+bx)’ (e +1)

En la figura 3 se muestra la distribucién de la conductividad térmica. Se
logra apreciar que disminuye exponencialmente enla medida que se aumenta
la longitud del eje desde 40 a 27.3576 W /m°C. Por otro lado, en la figura 4 se
indica la distribuciéon de temperatura.

La figura 4 muestra el comportamiento lineal de la temperatura, asi que
una excelente aproximacion de esta tiene la siguiente forma:

T -T
Tm:TOJ{—LL 0}‘ (Ec. 3)

I, =s+mx
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A0 T T T T T

341 .
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Conductividad termica variable, kix)
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Figura 3. Gréfica de Conductividad Térmica a lo largo del eje
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Figura 4. Gréfica de Distribucién de Temperatura a lo largo del eje
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4. SOLUCION ANALITICA DEL PROBLEMA ELASTICO

Para abordar el problema es necesario tener claro que el campo de despla-
zamiento resultante y el nivel de esfuerzo axial son inducidos debido al
cambio de temperatura que se presenta en el eje, desde los 22°C iniciales
hasta los 180°C que tiene el marco, y la carga de 60KN que se aplica. La
deformacion unitaria total en el eje viene dada por

+ SP (EC. 4)

€ Total =€ Térmica

Enla figura 5 se muestra el diagrama del eje, para facilitar el estudio de los
esfuerzos y deformaciones inducidos.

La deformacién unitaria a lo largo del eje axial también se puede expresar
como

_ duy (Ec. 5)
dx
donde u_es el desplazamiento en el eje x.
Las deformaciones térmicas unitarias son:
€rérmica = AT( x) (Ec. 6)

donde AT(x) = (T(x) -T)

Reemplazando (Ec. 5) y (Ec. 6) en (Ec. 4), para la deformacién unitaria
debida a la carga, se obtiene que

ep = %—a ATy (Ec.7)
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COMPARACION DE SOLUCIONES ANALITICAS Y NUMERICAS DE UN PROBLEMA TERMOELECTRICO

L

Figura 5. Diagrama del eje en estudio

Tomando un elemento diferencial en el eje (figura 6) para buscar una
relacién para los desplazamientos:

ZEc:O: Gx+AxAx+Ax_GxAx:0

v O dixxidx
L e
dx dx

Figura 6. Diagrama de cuerpo libre de un elemento diferencial en el eje

Dividiendo cada término por Ax y aplicando el limite cuando Ax tiende a
cero, se llega a que

a(cx A(x)) =0 (Ec. 8)
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Teniendo en cuenta que

Reemplazando (Ec. 9) en (Ec. 8) se obtiene

d 2
2 (Eep*n(a+bx ):o (Ec. 10)
- Eeprm(atbr)

Entonces

Eep*n(a+bx)2=k (Ec. 10a)

Reemplazando (Ec. 7) en la ecuacién anterior y reorganizando la expre-
sion

du k
E| &% _oAT, Jzi (Ec. 11)
( dx 0 1t(a+b)c)2

Aqui se estdn igualando esfuerzos, de forma que se puede conocer el valor
de k analizando los tramos ubicados antes y después de la carga.

P
Ri —) Rd
Primer tramo Segundo tramo
Ri‘.<]'7Ri Rd Rd
Seccién a compresion Seccién a compresion

Figura 7. Diagrama de cuerpo libre del eje
para el calculo de las reacciones

La sumatoria de fuerzas en el eje establece que

Ri+P=Rd (Ec. 12)
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. ., ., 2L
Para el primer tramo (seccién a compresién) 0 < x < ¢, donde ¢ = Y

E(% ~0AT,) J: R (Ec. 13)
dx nt(a+ bx)

Para el segundo tramo (seccién a compresién) ¢ < x < L:

E(dﬂ —0ATy,, ): R (Ec. 14)
dx m(a+ bx)
Despejando du_de (Ec. 13) se obtiene:
—Ri
du dx+0(Tiy) = T; )dx (Ec. 15)

o TtE(a+bx)2

Se utiliza ahora la expresién hallada para la temperatura de la solucién
del problema térmico:

du, 2_4Rlzdx+oc(s+ rx —T;)dx (Ec. 16)
nE(a+ bx)

Integrando (Ec. 16):

ux:_ji‘%dx+a]:(s+rx—7})dx+cl (Ec. 17)
o TE(a+bx) 0

Utilizando la condicién de frontera que establece que el desplazamiento
es nulo en el extremo izquierdo se obtiene que la constante de integracién en
este caso es cero, de forma que la expresién para los desplazamientos en el
primer tramo del eje es la siguiente:

. 2
MI(X):_&[#)}F o{r%+(s—7})x} (Ec. 18)

nE | a(a+bx
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Utilizando la condicién de frontera que establece que el desplazamiento
es nulo en el empotramiento derecho, se llega de igual forma a la expresién
para los desplazamientos en el segundo tramo:

B Rd (c—x L—c r.o2 2 e Ec. 19
uz(x)_nE(a+bc)ka+bx+a+bL)+O{2(x L+ (s=Tx L)J( 19

Las expresiones de los desplazamientos serdn ttiles ahora para determinar
las reacciones en los empotramientos, ya que en x = 2/ los desplazamientos
son iguales.

Reemplazando x en (Ec. 18) y (Ec. 19) por ¢, igualando estas expresiones y
utilizando (Ec. 12), se obtiene que

Ri=59219N y Rd=119219 N

Con estos valores se pueden ahora determinar las componentes del tensor
de esfuerzo.

Ri
En el empotramiento izquierdo: G ., = m
1
. Rd
En el empotramiento derecho: G, = —
2

Para encontrar el sentido de las reacciones se multiplica el tensor de
esfuerzos por un vector unitario normal al drea de los empotramientos (ver

figura 8).

—>
—>

— —
n =-li n, =1i

Figura 8. Vectores normales al drea transversal del eje en los
empotramientos
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En el empotramiento izquierdo:

Ri/A; 0 O||-1] |Rizq/A,
0 0 0f[|0|=| 0 |- Rizg=59219N
0 0 o]Lo 0

En el empotramiento derecho:

Rd/A; 0 O||-1]| |Rder/A,
0 0 0|[0]|=] 0 |- Rder=—119219N
0 0 o]flo 0

Los valores calculados indican el verdadero sentido de las reacciones; éstas
dejan concluir que ambas secciones se encuentran sometidas a esfuerzos de
compresion.

Una vez conocido el valor de las reacciones se puede conocer el despla-
zamiento a lo largo de la longitud del eje. La figura 9 muestra el desplaza-

miento en cada punto del mismo.

De igual forma se pueden conocer los esfuerzos a lo largo de la longitud
del eje; de (Ec. 13) se tiene:

6= E(% —ocAT(x)J (Ec. 20)

y en el segundo tramo de (Ec. 14):

G.p= E("Zf —ocAT(x)J (Ec. 21)

La figura 10 ilustra los esfuerzos que se generan en el eje.

Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 17: 1-27, 2005 13
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Desplazarniento (mm)

Figura 9. Gréfica de los desplazamientos a lo largo de la longitud del eje

Esfuerza (MPa)

Figura 10. Gréfica de los esfuerzos a lo largo de la longitud del eje para
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5. SOLUCION APROXIMADA POR EL METODO DE RAYLEIGH - RITZ

En el estudio de cuerpos sometidos a diferentes condiciones de carga no
siempre es posible obtener soluciones analiticas; muchas veces se recurre a
soluciones aproximadas que se obtienen utilizando formulaciones variacio-

nales de un problema.

Se emplea ahora el método de energia de Rayligh—Ritz, con el propésito
de comparar la solucién que arroja este método con la solucién exacta hallada

anteriormente.

La energfa potencial total IT de un cuerpo eldstico es definida como la
suma de la energfa de deformacién unitaria total U y el potencial de trabajo

W.
n=u+w
En cuerpos eldsticos lineales U viene dada por
1
=5 I oepdV
v

Donde o = Eep:
dV=A dx= d(a+bx)*dx

Reemplazando (Ec. 7) y (Ec. 24) en (Ec. 23) se obtiene:

2
_1 d
J (&—OL T(x) — 7;)) m(a+ bx)zdx
El potencial de trabajo W estd dado por
W=Ptu,| 2L

De manera que la energia potencial total es:

1p (e,
HZE ) El(di—oc(T(x) —Y})Jzn(a+bx)2de -

Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 17: 1-27, 2005
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Ahora se debe escoger una familia de funciones que cumplan con las
condiciones de frontera, en este caso:

=u_ =0

Upy=Uy,

Con las funciones de prueba se construye una funcién 7, que sea la so-
lucién aproximada del problema. La funcién

N
~ nmx
Ux) = Zanen I
n=1

cumple con las condiciones de frontera, y por tal razén con ella se va a trabajar.
Noétese que la funcién en si es una sumatoria de términos, y como tal, entre
mayor sea el niimero de términos mejor serd la aproximacion.

La ecuacién (Ec. 27) queda ahora como

H:lJ.E if’ ﬂ(:Os(ﬂ)—oc(T —T-) Tc(a+bx)2 —Piﬁ sen(gnn) Ec. 28
2x 2 nor L (x) i = n 3 ( C. )

El procedimiento que se debe seguir ahora es el de escoger un ntimero
determinado de términos para trabajar y después desarrollar la integral; asi
se obtiene una funcién en termino de los coeficientes 3

H:H(Bl,Bz,...,BN) (Ec. 29)

El principio de minima accién establece que “para sistemas conservativos,
de todos los campos de desplazamiento cinemdticamente admisibles, aquellos que
corresponden a condiciones de equilibrio extremizan la energia potencial total. Sila
condicion de extrema es un minimo, es estado de equilibrio es estable” (ver referencia

[4].

Debido a este principio, los valores de los coeficientes deben ser lo mads
pequefios posible, para que minimicen la funcién. Esta condicién se cumple
al derivar la funcién de energia con respecto a cada 3, e igualarla a cero.

oIl _

=0 , n=123,.,N
By
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La operacién anterior da como resultado un sistema de N ecuaciones
lineales con N incégnitas, equivalente a

[A]NxN[B]le+[C]le:[o]l\lxl

donde

[A],,: Matriz de coeficientes que acompafian a las incégnitas
[Bl,,, : Matriz de incégnitas (coeficientes de 7 )
[C],,, : Términos independientes

[0],,, : Matriz de ceros

La solucién del sistema anterior nos da el valor de los coeficientes de la
aproximacion.

Verificacién de la Aproximacion

Laverificaciénsellevaa cabo de dos formas: la primera se hace comparandolos
desplazamientos, y la segunda, comparando los esfuerzos. La aproximacion
se desarroll6 utilizando funciones con 2, 5, 10 y 15 términos. Los resultados
se muestran a continuacion.

Desplazamiento (mrm)
-
=
L)

— Solucidn analitica

------- Aproxirmacian

1 1 1 1 1 1 1 1
50 1000 150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del eje (mm)

Figura 11. Comparacién de los desplazamientos utilizando dos términos
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Esfuerzo (MFa)

-150

-200

-250

-300

-350

-400
0

Solucidn analitica
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Figura 12. Comparacién de los esfuerzos utilizando dos términos

Desplazamiento (mm)

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

— Solucidn analitica

------- Aproximacion

a0

1
100

1 1 1 1 1 1 1
150 200 250 300 350 400 450 500
Longitud del eje (rmm)

Figura 13. Comparacién de los desplazamientos utilizando cinco términos
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Figura 14. Comparacién de los esfuerzos utilizando cinco términos
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Figura 15. Comparacion de los desplazamientos utilizando diez términos
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Figura 16. Comparacién de los esfuerzos utilizando diez términos
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Figura 17. Comparacién de los desplazamientos utilizando quince términos
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Figura 18. Comparacién de los esfuerzos utilizando quince términos

Las graficas anteriores muestran como se mejora la aproximaciéon a medida
que aumenta el niimero de términos en ella.

La comparacién que se acaba de realizar muestra que el campo de despla-
zamientos obtenido por el método de energia se encuentra muy préximo al
de la solucién analitica; s6lo existe una diferencia en el punto de aplicacién
de la carga. Por el contrario, se observa que el campo de esfuerzos es mas
complicado de reproducir.

El célculo de las reacciones en los apoyos se lleva a cabo de la siguiente
forma:

Riog = E| 2 _oi(T) ~ T;) |e(a+ b)?

12q d_x x=0
du 2
Rder:E d—;—(}((T(x)—Y}) Tl:(a+bx) L

La siguiente tabla muestra las reacciones que se obtuvieron con las dis-
tintas aproximaciones son:
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Tabla 1
Comparacién de las reacciones encontradas con el método analitico

y el de Rayleigh-Ritz

izq Rder
Analitica -59219 -119219
R-Ritz 2 términos -51860 -144470
R-Ritz 5 términos -57228 -118250
R-Ritz 10 términos -55472 -122210
R-Ritz 15 términos -62860 -120120

6. SOLUCION POR ELEMENTOS FINITOS

La solucién por elementos finitos para el problema que se plantea se obtiene
utilizando ANsys como software para el andlisis de los esfuerzos y las defor-
maciones que se presentan en el eje.

El eje se discretiza como una barra empotrada en cada uno de sus extremos;
para el andlisis de los esfuerzos se emplean diez elementos bidimensionales
link 1 (elemento uniaxial con dos grados de libertad en cada nodo), y para
el andlisis térmico se emplean elementos link 32 (elemento que tiene un solo
grado de libertad, la temperatura, en cada nodo), y se asigna a cada uno de
los elementos sus respectivas propiedades.

Del andlisis conjunto de los efectos de carga y temperatura se obtienen los

desplazamientos y esfuerzos a lo largo de la longitud del eje, como se ilustra
en las figuras 19 y 20.
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Figura 19. Gréfica de los desplazamientos a lo largo de la longitud del eje
para la solucién por elementos finitos
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Figura 20. Gréfica de los esfuerzos a lo largo de la longitud del eje
para la solucién por elementos finitos
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7. COMPARACION ENTRE METODOS DE SOLUCION

Las figuras 21 y 22 muestran comparativamente las graficas de los despla-
zamientos y esfuerzos obtenidas para cada uno de los métodos de solucién;
en el caso del método de energia se selecciona la grafica de verificacién utili-
zando quince términos.

0.m T T T T T T T T T
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Figura 21. Comparacion entre graficas de los desplazamientos a lo largo
de la longitud del eje

La gréfica de los desplazamientos muestra que los tres métodos se en-
cuentran muy préximos; sin embargo, la solucién exacta y el método de
energia se encuentran casi superpuestos, lo que indica una mejor solucién por
parte de este tltimo método. Ahora, en la regién cercana a 2L/3 el método
de elementos finitos define una mejor respuesta para el desplazamiento, es
decir, se acerca a la solucién exacta.
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Figura 22. Comparacién entre gréficas de los esfuerzos a lo largo de la
longitud del eje

La gréfica de los esfuerzos muestra un poco de distorsién en la solucién
suministrada por los métodos de energia y elementos finitos. La solucién
por elementos finitos presenta un escalonamiento producto de los elementos
diferenciales tomados para realizar el andlisis; esta curva toca la solucién
exacta en algunos puntos; por otra parte, la solucién por el método de energia
muestra ondas que atraviesan la solucién exacta.

La figura 22 ilustra que ambos métodos tienen la tendencia de seguir la
linea de la solucién exacta.

CONCLUSIONES

El objetivo principal de este estudio era comparar diferentes esquemas de
solucién, uno analitico y dos numéricos (Rayleigh-Ritz y elementos finitos),
en la solucién para el campo de esfuerzos y las deformaciones que se
presentan en un eje de seccién transversal variable sometido a un cambio de
temperatura no uniforme. Los métodos numéricos empleados estdn basados
en el mismo principio de energia, pero difieren en el tipo de funciones em-
pleadas para describir el campo de desplazamientos. Teniendo en cuenta lo
anterior, y los resultados obtenidos, se puede concluir que

Ingenierfa & Desarrollo. Universidad del Norte. 17: 1-27, 2005 25



26

Bleidys Blaschke Collado, Carlos Flérez Taible, Alejandro Pacheco Sanjudn

Del andlisis de Transferencia de Calor se obtiene que la distribucién de
la temperatura en el eje tiene un comportamiento aproximadamente
lineal, muy a pesar del comportamiento exponencial de la conductividad
térmica.

El campo de desplazamiento es contrario a la direccién de la fuerza en
todo el dominio. Resulta claro entonces que la carga puntual apenas tiene
un valor suficiente. Asi, el valor maximo de los desplazamientos es de
—0.052 mm a 173 mm del empotramiento izquierdo (primer tramo) y de
—0.017 mm a 408 mm medidos a partir de la misma referencia (segundo
tramo).

La carga puntual ubicada a 2L/3 en el eje genera un cambio brusco tanto
en los desplazamientos como en los esfuerzos; cabe destacar que esto no es
fisicamente posible, ya que dicho cambio se presenta como consecuencia
del modelo de carga puntual.

En el segundo tramo, los desplazamientos se reducen con respecto al pri-
mero; esto debido principalmente a la direcciéon de la carga. Asi mismo, los
esfuerzos que en su totalidad son de compresién muestran una tendencia
lineal en ambos tramos. Para el primer tramo, el esfuerzo va desde -240
hasta -180 MPa, y en el segundo tramo, de -340 hasta -300 MPa.

Los métodos aqui desarrollados para la solucién al problema del eje son
alternativas que requieren de un cuidadoso andlisis paranoincurrirensolu-
ciones erréneas que afecten posteriormente el estudio que se desarrolla,
pero que conllevan a una respuesta bastante satisfactoria que se ajusta a
la solucién analitica del sistema.

El método de Rayleigh-Ritz es una herramienta que proporciona una
solucién bastante acertada al problema del eje empotrado, pero es una
metodologia muy elaborada, en donde obtener una buena aproximacién
requiere de multiples verificaciones que permitan acercarse con mayor
precisién a la solucién analitica. Por el contrario, el método de elementos
finitos ofrece una solucién bastante satisfactoria y de manera rdpida del
problema en cuestion, al sacar ventaja de funciones con soporte compacto
y cuya integracion en cada uno de los subdominios es mucho mds sencilla
(funciones de forma lineales).
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