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Resumen

En este trabajo se desarrolla una caracterizacion de los operadores
lineales y acotados definidos sobre un espacio de Hilbert complejo 'H,
de dimension infinita, que admiten una seccién local continua.
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Abstract

In this work we wants to show a characterization of the linear and
bounded operators defined on a infinite dimensional complex Hilbert
space ‘H, who admit a local continuous cross section.
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1. INTRODUCCION

En la década de los afios cincuenta aparece en el mundo matematico,
de manera sistematica, la nocion de un haz. Esta de manera natural indu-
ce el concepto de seccién local continua para el haz. Un haz no es mas que
una tripla (E, m, B), donde E y B son espacios topolégicosy 7 : E — B
es una funcién continua y sobreyectiva. Usualmente, los espacios £y B
son denominados espacio total y espacio base respectivamente, 7 es lla-
mada la proyeccién del haz.

Una seccién local continua para un haz (E, 7, B) es un par (B, ¢), don-
de B es un subconjunto abierto de By ¢ : B — E es continua y se verifica
ademads que 7o ¢ = Ip.
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Es de gran interés tedrico determinar qué condiciones debe cumplir la
proyecciéon del haz para que se garantice la existencia de secciones locales
continuas. En este contexto, la existencia de secciones locales continuas es
equivalente a la trivialidad local del haz.

Abordaremos el estudio de este problema en un contexto muy parti-
cular. En este trabajo, el espacio ambiente global serd el dlgebra de todos
los operadores lineales y acotados, definidos sobre un espacio de Hilbert
complejo, separable y de dimensioén infinita H. Este espacio lo denotamos
con L(H).

El espacio total del haz es un subconjunto de L(H), el grupo de los
operadores unitarios, el cual notamos con U = U(H), y el espacio base es
la 6rbita unitaria de un elemento fijo 7' € £(H), la cual se nota y define
asi:

UT) :={u'Tu|ueU} C LH) (1)

Ademas, la proyeccion la notamos y definimos por: np(u) = uTu* Yu € U.

Frecuentemente en la teoria de operadores se estudian también sub-
conjuntos de L(H) que presentan estructura diferenciable, es decir, varie-
dades que en general son de dimensién infinita. En muchos casos, estas
variedades son espacios homogéneos, es decir que sobre ellos actda un
grupo de Lie de Banach de manera diferenciable y transitiva. La dificultad
que se presenta en dimension infinita es que no siempre esta garantizada
la existencia de secciones locales continuas.

La no existencia de estas secciones locales continuas suele originarse
en el hecho de que la topologia cociente de la 6rbita inducida por el grupo
de Lie es mas fina que la topologia de L(H).

Se trata entonces de abordar un problema no trivial, caracterizar los
elementos de £(H) para los que las topologias indicadas anteriormente
coinciden. Esto es, si consideramos una vecindad bésica de un elemento
T € L(H) en el espacio (U(T), || - | z(x)) estd dada por el conjunto {s €
UT)||ls—T| < ¢} paraalgin é > 0y en el espacio (U(T'), 7.) esta misma
vecindad es de la forma {w*Tw | ||w—1|| < €} para algin € > 0, (7. denota
la topologia inducida por el grupo ), buscamos entonces las condiciones
para que dichas vecindades sean iguales.
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2. C*-ALGEBRAS Y REPRESENTACIONES

Definimos inicialmente una estructura algebraica y topolégica muy
especial, las C*-algebras complejas de dimension finita. Para ello presen-
taremos algunas definiciones y lemas que nos permitirdn demostrar un
teorema importante de isomorfia.

C- siempre denotard el campo de los ntimeros complejos.
2.1 Definicién
Un algebra compleja A (o una C-algebra) es un conjunto dotado de tres

operaciones, suma, multiplicacién por escalar y multiplicacién (A, +, -, x)
tal que se verifican los siguientes axiomas:

A, (A, +,) es un espacio vectorial sobre C.

As. (A, +, X) es un anillo (no necesariamente conmutativo). Usual-
mente para a x b escribimos simplemente ab, para todo a,b € A.

As. YA eC, Va,y € Asetiene que A(zy) = (A\x)y = z(A\y).
Asumiremos siempre que todas las dlgebras tienen una unidad.

2.2 Definicién

Un *-dlgebra compleja es un algebra compleja A, equipada con una fun-

cion: * : A — A (usualmente denominada involucién sobre A), la cual
satisface las siguientes propiedades:

1. (z+y)=z4+y* Va,yec A
2. (M\)*=X* VoA VreC
3. (zy)* =y 2x* Vr,ye A

4. (2*)'==x VreA

El elemento z* se denomina usualmente adjunto de z.

2.1 Ejemplo

El conjunto de todas los operadores lineales y acotados definidos sobre
H, donde H es un espacio de Hilbert sobre C. La involucién se tiene en
el siguiente sentido: Dado T' € L(H) existe un tinico 7% € L(H) tal que:
(Tx,y) = (x,T*y) Vz,y € H.

Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 15: 133-154, 2004 135



2.3 Definicién
Un algebra compleja A dotada de una norma || - || se denomina &lgebra
de Banach si es completa y la norma satisface

L Jayl < o] - lyll Vay e A
2. 1l =1.

Una vez mds, asumir que ||1 4] = 1 no es crucial, es solamente una
normalizacién que hace los calculos mas faciles.

Ahora definimos una estructura algebraica y analitica, la cual estable-
ce una conexién entre la norma y la involucién de una *-algebra de Banach
compleja.

2.4 Definicién
Una C*-dlgebra compleja es un x-dlgebra de Banach compleja A que sa-

tisface
|z*z| = ||z||* Vz e A )

Usualmente para referirse a la propiedad (2) se dice que la norma es
x-cuadrética. Es facil verificar que en una C*-dlgebra compleja A, un ele-
mento z y su adjunto z* tienen igual norma.

2.2 Ejemplo
Algunos ejemplos de C*-algebras complejas:
1. C(X,C), el conjunto de todas las funciones continuas con valor

complejo definidas sobre X, con las operaciones puntuales y la
norma sup, siendo X un espacio compacto Haussdorff.

2. L(H) (ver el ejemplo 2.1)

A lo largo de este articulo, el concepto de representacion de una C*-
dlgebra compleja sobre un espacio de Hilbert complejo juega un papel
importante. Presentamos éste a continuacion:

2.5 Definicion

Sea A una C*-élgebra compleja, una representacién de A sobre un espacio
de Hilbert H es un x-homomorfismo de 4lgebras complejas

p: A— L(H) 3)
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Es decir, los elementos de .4 pueden identificarse con operadores li-
neales acotados definidos sobre H. Otro concepto importante es el de su-
ma directa de representaciones.

Existen dos conceptos importantes en la teoria de representaciones de
C*-édlgebras complejas: las representaciones equivalentes y las aproxima-
damente equivalentes. Presentamos ahora sus definiciones y los resulta-
dos basicos inherentes a éstas.

2.6 Definicion

Sean A una C*-algebra compleja, p; y p2 representaciones de A sobre
espacios de Hilbert complejos H; y H, respectivamente. Se dice que p; es
equivalente a p (notado p; ~ p2) si y sélo si existe u : Hy — H> unitario
tal que

pr(a) = u*pa(a)u Va € A. 4)

Para simplificar la escritura, cuando se diga que pj es una represen-
tacion de A, se estd afirmando que p; es una representaciéon de una C*-
algebra compleja A sobre un espacio de Hilbert complejo Hj,.

Se puede demostrar que ~ induce una relaciéon de equivalencia sobre
el conjunto de las representaciones de A. Para mas detalles, ver [9] seccién
2.3.

2.7 Definicién
Sean p; y p2 representaciones de A, se dice que p; y p2 son aproximada-

mente equivalentes ( notado p; ~, p2 ) si existe una sucesién de operado-
res unitarios {uy }r C L(H,, H2) tal que se verifican

(p1(a) —up, p2(a) ug) € K(Hy) VaecA )
Jm flp1(a) —uppa(a)url| =0 Vae A (6)

Nota: El simbolo K(H,) denota el espacio de los operadores lineales
compactos definidos de H; en si mismo.

En la seccién 2.3 de [9] se demuestra que ~, induce también una rela-
cién de equivalencia sobre el conjunto de las representaciones de A.
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2.1 Teorema

Sean A una C*-algebra compleja separable, p; y po representaciones de
A. Consideremos

H}, = pr(ker(po pp))Hr k=1,2
entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. p1~q po.

2. Existe una sucesién de operadores unitarios u; : H; — Hy tal
que:
Jim o1 (z) —upp2(z)ul =0 Ve A 7)

3. I =ker(popi) =ker(pops), ker p; = ker p2 y las representaciones
de Asobre H} y H) inducidas por p; y p2 respectivamente son
equivalentes.

4. T =ker(pop1) = ker(pops), ker p; = ker ps y las representaciones
de Z sobre H| y H% inducidas por p; y p2 respectivamente son
equivalentes.

DEMOSTRACION:
Ver [9], seccién 2.3 O

El siguiente teorema, central en la teoria, fue desarrollado también por
Dan Voiculescu. Con base en los conceptos de representaciones equiva-
lentes y aproximadamente equivalentes de una C*-dlgebra compleja A, se
puede obtener informacién de tipo algebraica de ésta.

Se trata de establecer condiciones necesarias y suficientes para que la
imagen de A a través de una representacion p sea de dimension finita.

2.2 Teorema

Sea A una C'*-4lgebra compleja separable, y sea p una representacion de
A sobre H, para que toda representacién de A aproximadamente equi-
valente a p sea equivalente a p es necesario y suficiente que p(A) sea de
dimensioén finita.

DEMOSTRACION:
Ver [9] seccion 2.4 O

138 Ingenieria & Desarrollo. Universidad del Norte. 15: 133-154, 2004



3. SECCIONES LOCALES CONTINUAS

Consideramos inicialmente algunas definiciones y proposiciones en
un contexto general y luego examinamos sus equivalentes en el espacio
ambiente del trabajo. Es decir £L(H), el conjunto de todos los operadores
lineales y acotados definidos sobre un espacio de Hilbert complejo .

3.1 Definicién

Sea G un grupo. Una topologia 7 sobre GG se dice compatible con la es-
tructura de grupo si las funciones G x G 3 (z,y) — 2y e Gy G >z —
! € G son continuas. Un grupo topoldgico es un par (G, 7), donde G
es un grupo y 7 es una topologia sobre G compatible con su estructura de

grupo.

Ahora nos concentramos en un ejemplo especial de grupo topolégico.

3.1 Ejemplo

Denotemos con U = U(H) = {u € L(H) | u* =u"'} el grupo de todos
los operadores acotados y unitarios definidos sobre un espacio de Hilbert
complejo, H. Si consideramos 7 como la topologia inducida por la norma
de L(H), se tiene que (U, T) es un grupo topologico.

Puede verificarse que para u € U se tiene que ||u|| = 1 en efecto:
lul® = lu*ull = fu™ ull = 1

Sea ahora H un subgrupo cerrado de un grupo topologico (G, 1), en-
tonces H es también un grupo topoldgico con la topologia relativa, esto
es, 7 ={BNH|BEe g}

Denotemos con G/ H el conjunto de las clases laterales izquierdas de
H en G. La proyeccién canénica de G sobre G/H p : G — G/H se define
por p(z) = zH.

Ademds de considerar algebraicamente a G/H, podemos mirarlo co-
mo un espacio topoldgico. Basta con dotar a éste de la toplologia cocien-
te, esto es, (G/H, 1), donde 7y := {E C G/H |p~'(E) € 7}, la cual es
Haussdorff.

3.1 Lema

Sea H un subgrupo cerrado de un grupo topolégico G, p la proyecciéon
canoénica de G sobre G/ H, entonces:
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1. pesuna aplicacién continua y abierta.

2. Paratodo a € G las vecindades de p(a) son precisamente los con-
juntos p(aV'), donde V es una vecindad de 1¢.

DEMOSTRACION:
Ver [1] teorema (4.5) O

Usualmente, los elementos de un grupo pueden mirarse como opera-
dores que actian sobre un conjunto cualquiera. Esto se puede notar en la
siguiente definicién.

3.2 Definicién
Sean G un grupo, E un conjunto. Una accién de G sobre E es una funciéon
(s,x) — sz de G x E en E que satisface:

1. s(tx) =(st)r Ve € E, Vs, t €G.
2. lgx=xVaxek.

Si G es un grupo topolédgico y E un espacio topolégico, diremos que
G actta continuamente sobre E si la aplicacion G x E 3 (s,z) — sz € E
es continua.

Ademas, diremos que G acttia transitivamente sobre E siy s6lo si para
todo z,y € E existe g € G tal que gz = y.

Introducimos, ahora, alguna notacién y terminologia adecuada para
mostrar un ejemplo importante de la accién de un grupo sobre un conjun-
to.

Sea T' € L(H) (fijo) definimos su érbita unitaria as:
UT):={uTu|ueld} C LH)

Al igual que en U/ podemos obtener informacién de la norma de los
elementos en U (T'). En efecto, sea y € U(T'), entonces existe u € U tal que

y = u"Tu, entonces [|y|| = [[u*Tull < [[w*[|T|[ull = 1T
Por otro lado, se tiene que ||T'|| = [Juyu*|| < ||[u*||||y|l|lw]] = ||ly||- Asi, se
concluye que ||T'|| = ||y||, es decir, podemos afirmar que U(T") estd conte-

nida en la esfera de radio || 7| en L(H).
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3.2 Ejemplo

Afirmamos anteriormente que U es un grupo topolégico, U(T") es un es-
pacio topolégico con la topologia relativa ( al respecto de £(H)), defina-
mos la accién

UXxUT) > (u,m) — um :=umu* € U(T) (8)

Fijando un punto p € Y(T), digamos que p = p{T'p; y dado otro punto
q € U(T), q = ¢{Tq, siempre es posible encontrar un elemento u € U
tal que up = ¢ (la accién definida por (8)). En efecto, basta que definamos
u = qip1 y se tiene que
up = upu” = gipipi Impiqs = ¢iTq = ¢

Es decir, se tiene que U actda transitivamente sobre ¢/(7'), lo cual nos
permite concluir que (T") es un espacio homogéneo.

Retornemos al contexto general, sea (G, 7¢) un grupo topolégico que
actia de manera continua y transitiva sobre un espacio topolégico (M, Tar).
Esto es, existe una accién continua (g, m) — gm de G x M hasta M.

En los espacios homogéneos son importantes las clases laterales. Sea
mo € M fijo, el estabilizador de m se nota y define ast:

Hp, = {g € G| gmo =mo}

Este es un subgrupo cerrado de G. Por otro lado, podemos considerar
el conjunto

G/Hmo = {gHmo | g € G}

el cual podemos dotarlo de la topologia cociente 7. y tenemos asi un
espacio topoldgico importante (G/H,,,, 7¢).

Se puede demostrar que la funcién

G/Hypy > gHomy + gmo € M 9)

es una biyeccion.

Una pregunta interesante es: ;Bajo qué condiciones la biyeccion (9) es
continua? Retomando la proyeccién canénica p : (G, 7q) — (G/Hp,, ),
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:
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(G,76) —5 (G/Hpy, 7e)

fop lf
(M, Tar)

3.1 Proposicién

En el diagrama anterior, f es continua al respecto de la topologia cociente,
siysoOlosi foploes.

DEMOSTRACION:
Si f es continua al respecto de la topologia cociente, se tiene de manera
inmediata que f o p es continua.

Supongamos ahora que f o p es continua al respecto de la topologia
76, sea U un 1)-abierto, entonces (f o p)"}(U) es un 7g-abierto. Digamos
que p~1(f~H(U)) = V, entonces f~1(U) = p(V), el cual es un 7.-abierto,
ya que p es una aplicacién abierta. Entonces se tiene que f es continua al
respecto de la topologia cociente. O

También cabe preguntarnos ;cudndo la biyeccién (9) es un homeomor-
tismo?

Retomamos nuestro espacio ambiente £(H), presentemos algunas de-
finiciones y luego resolvemos alli el interrogante, el cual esta ligado al
concepto de seccién local continua de un operador.

Denotemos por 77 la funcién continua en la norma de £(H) definida

por
U urs uTu* € UT) (10)

El concepto de seccién local continua para 77 lo definimos a continua-
cion.
3.3 Definicién
Una seccién local continua para 77 es un par (7, B) tal que B es un con-
junto relativamente abierto en ¢/ (7") que contiene a T'y ¢ es una funcién

continua en la norma de £(H) definida de B hasta ¢/ tal que: p7(T) =1y
mr(er(s) =s VseDB.
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Nota: Si mp admite una seccién local continua, decimos que 7' tiene una
seccion local continua y unitaria.

Ahora, particularizamos a £(H) la situacién del diagrama conmuta-
tivo anterior. Sea T' € L(H) fijo, cuya 6rbita denotamos nuevamente con
U(T'), el estabilizador de T es el conjunto

Hr={uecl |uw'Tu=T}={ucl|rr(u) =T} =r."(T)

Nuevamente se tiene que Hr es un subgrupo cerrado de ¢/ y podemos
considerar el espacio

Z/{/HT:{UHT‘UEU}

La proyeccién canénica de U sobre U / Hr la denotamos con p y defini-
mos la funcién

U/Hy > uHp s 7p(u) € UT) (11)

Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo:

U—2u/Hr

Nk

Uu(r)

Anteriormente demostramos que la aplicacién (11) es una biyeccién
continua y que no necesariamente es un homeomorfismo. Esta dificultad
se origina en el hecho de que en espacios de dimension infinita no siempre
estd garantizada la existencia de secciones locales continuas.

La no existencia de secciones locales continuas es una consecuencia
de que la topologia inducida por el grupo es estrictamente mds fina que
la topologia de L(H).

Sin embargo, note que si suponemos la existencia de una seccién lo-
cal continua (¢7,B) para 7r es inmediato que f tiene una inversa local
continua. En efecto, podemos definir f~! := p o ¢, entonces f es un ho-
meomorfismo.

Demostramos a continuacién que si 7" tiene una seccién local continua
unitaria, se verifica la siguiente propiedad de levantamiento sucesional
unitario:
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(P) Si{un} CUcon lim |u:Tu,—T| = 0,entonces existe una suce-
n—o0
sion {w,} C U tal que: lim |w, —1|| =0y w):Tw, = u;,Tu, Vn.
n—oo
Note que en principio no se exige que u, — 1; en este sentido, se
trata entonces de reimplantar a {u,} en el grupo unitario por una suce-
sién {w, } que sea convergente a 1 y que ademds cumpla con la condicién
mr(wy,) = 7r(uy,) para todo n.
3.2 Proposicién
Sea T' € L(H), si T admite una seccién local continua unitaria, entonces
se verifica la propiedad (P).

DEMOSTRACION:

Supongamos que T tiene una seccién local continua unitaria (¢7, B) y
sea {u, } C U tal que w};Tu, — T sidefinimos w}, := ¢r(u};Tuy), entonces

wy Twy, = p(wy,) = mr(er(uyTuy)) = urTu, Yn

Por otro lado, la norma de £(H) define sobre este una métrica, y por
tanto el concepto de continuidad es equivalente a la continuidad sucesio-
nal. Es asi que la continuidad de ¢7 implica lo siguiente:

*

wy, = or(upTun) — or(T) =1

Por lo tanto se tiene que w, — 1 O

4. LA ESTRUCTURA DE OPERADORES QUE SATISFACEN
LA PROPIEDAD (P)

Presentaremos algunas caracteristicas de los operadores que satisfacen
la propiedad de levantamiento sucesional unitario (P). Estos resultados
fueron desarrollados por L.A. Fialkow. Los detalles pueden consultarse
en [5].

4.1 Lema

SeaT € L(H), las siguientes propiedades son equivalentes:

(P1) :Dado e > 0 existe 6 > Otal quesi s € U(T) con ||s — T|| < 9,
entonces existe w € U tal que ||w — 1| < e y ademds w*Tw = s.

(P2) :T satisface (P).
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(P3) : (Propiedad de levantamiento de subsucesiones)
Si{u,} € U con lim ||u:Tu, —T| = 0, entonces existen sub-
n—oo

sucesiones {uy, }r C {un} y {wr} C U tal que: ka |lwe — 1] =
—00

0y wiTwy = uy, Tuy,, paratodo k.
DEMOSTRACION:

1. (P1) implica (P2): Sea {u,} € U con lim |u}Tu, —T| =0,
n—oo
se trata de encontrar {w,} C U talque w, — 1 y w;Tw, =
uy T'uy, para todo n.

Asumiendo la validez de (P1) tenemos: Dado € = 1, existe §; > 0
tal que si s1 € U(T) y ||s1 — T|| < 61, existe w; € U tal que
le — 1” <1 y §1 = wi‘Twl.

Sea ¢ = %, entonces existe o2 > 0 tal quesi sy € U(T) y ||s2 —

T|| < 02 existe wy € U tal que ||lwg — 1| <1 y s2 = wiTw,.

Sin pérdida de generalidad podemos escoger d, < d;. Con base
en estos dos resultados se puede afirmar por induccién que para
cada entero k£ > 0 correspondiendoa e = % existe §; > 0 tal que
se satisface (P1). Esto es, si s, € U(T) y ||sx — T'|| < 0k, entonces
existe wy € U tal que |lwy, — 1|| < 1 y sk = wjTwy. Nuevamente
podemos escoger 0y < dp—1 < -+ < dy < 07.

Por otro lado, para 6; > 0 existe ng(1) € N tal que si n > ng(1)
se tiene que ||u)Tu, —T|| < 0;. Iteradamente, para J; > 0 existe
no(k) € N tal quesi n > no(k) se verifica que |u}Tu,—T| < dg.

Como 6p+1 < 6 < p—1 < -+ < 9y < 61, podemos asumir tam-
bién, sin perder generalidad, que: no(k + 1) > no(k) > --- >
no(l) Vk.

Entonces, para n > no(k) existe w, € U tal que |lw, ) — 1| < %
y ademds wy, , Twy, k= upT'upn (hemos usado aqui (P1) para s =
ur Tuy,).

Para cada entero n > ng(1) denotemos con k(n) el tnico entero
tal que: no(k(n)) < n < no(k(n) +1) y definamos

Wy = Wy Ppara n>mng(l)
Wy = Up para n <mno(l)
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Asi, se tiene que: |lw, — 1| = [lwy k) — 1| < ﬁn) — 0 cuando
n — oo, yaquesi n — oo se tiene que k(n) — ooy ademads
wrTwy, = u)Tuy,.

2. (P2)implica (P3): Evidente.

3. (P3) implica (P1): Para demostrarlo supondremos que se cum-
ple (P3) y que no se cumple (P1), ~(P1) podemos expresarla de
manera equivalente por:

Existe e > 0 tal que V § > 0 existe s € U(T') con ||s — T'|| < ¢ tal
que no existe ningun w € U tal que |[w — 1| < ey w*Tw = s.
Entonces, supongamos que existe € > 0 tal que para todo §,, = %

existe s, € U(T) con ||s, — T'|| < 6, tal que no existe w,, € U tal
que ||w, — 1|| < ey wiTw, = s,.

Sea {sp} C U(T) tal que s, — T, entonces existe {sy, }r C {sn}
y existe {wp} C U tal que wyp — 1 y wiTwy = s,, VEk.
Ahora, para este mismo € > 0 existe ny(e) € N tal que para todo
k > ng(e) se verifica que ||wy — 1|| < e. Entonces, todos los s,
junto con los wy son contraejemplos a =(P1). O

La siguiente proposicién permite establecer relacién entre la propie-
dad (P) y la cerradura de la 6rbita unitaria de un operador 7' € L(H).

4.1 Proposicién

Sea T € L(H), si T satisface la propiedad (P), entonces U(T") es cerrada
en la norma de L(H).

DEMOSTRACION:

Supongamos que T satisface la propiedad (P), sabemos que (P) es
equivalente a (P1), entonces, dado ¢ > O existe 6 > 0 talquesi uec U y
|lw*Tu —T|| < ¢ entonces existe w € U tal que |[w — 1|| < ¢, y ademas
w*Tw = u*Tu.

Asi, para € = 5~ existe &, > Otalquesi u €U y |[u*Tu—T| < &y,
entonces existe w € U tal que |lw — 1|| < 5, y ademds se verifica que
w*Tw = u*Tu.

Sea ahora y € U(T')~, entonces existe {uy};, C U tal que u;Tu, — y.
Para n > 0 existe k, > 0 talquesi k > k, se tiene que: [|u}Tuy,—y|| < %

(Sin pérdida de generalidad se puede suponer que k1 > kp > -+ > kg >
k1)
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Entonces, para cada n € N, dado que k,41 > kj, se tiene:

ok T e = 0, T, | = g T ok, =y 4y =, T, |
< g, Tk =yl 4 llug, T ug, =yl
6u | On
< 24 =y,
2 2

Por otro lado:

g, T uk, . —up, T ug, |u, (ug, ug, T ug, ., — T ug, )|

[k, Cur, i, Tk, ug, = Tug, |

n+1

T, T |

= Jlug, || [Juw, uy
1
=1 =

=k, ug, T uk, g, =TI < dn

n+1
Asi, aplicando (P1) existe {w,} C U tal que |jw, — 1|| < 5-, y ademés

wy Twy, = uy, UZM“T ukn+1uzn (12)

Definamos ahora v, := uj wyuy, para todo n, entonces:

lon =1 = [lug, wnu, 1|
= [lug, (wouk, —ug, )
= |k, (wn = Duy,, ||
= |Jwn = 1]
1

< o

Ademads, se tiene que v’ := u} w’uy , entonces:
n k n“kn

* *
U;‘luznT ug, Uy, = uzn wy, ug, uy, T ug, up, wpUg,
S—— =
=1 =1

= uy wyTwy, ug,
' N—_——

ver(12)

_ * * *
= uy ug,up T oug,up ug,
_ *

= uanT Uk, o
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Por sustitucion repetida tenemos:

* X * * * *
ukn,+1T ukn+1 = Un . ”n—l .. .1)2 . 1)1 . ukl T ukl SV VY Up—1 * Up

"
ug, T up,

.
Uj, T upg

Dado que vy, =1+ (v, — 1)y D02 |lun — 1| < o0, se tiene que

(e.)
v = an = lim (vivg---vy)
n—oo
n=1
es convergente en la norma de £(H), ademads v es unitario. Puede con-
sultarse [2], pagina 213, entonces:

y = lim (uZnHTuk

N—00 n+1 )

= lim (v}, v}

* k *
1 Uy vy )ug T ug, (v - va - - Up1 - Up)
n—oo

= v'up T up,v
Esto es, y = (uk,v)*T (ug,v), entonces se tiene que y € U(T'), lo cual

permite concluir que U(T")~ = U(T') y se tiene la cerradura de U (7") en la
norma de £L(H). O

5. U(T)Y LA DIMENSION DE C*(T)

En esta seccién, p denotard la representacién idéntica de C*(1") sobre H,
esto es: p(z) = x para todo x € C*(T'). Establecemos, ahora, una conexién
entre la informacion topolégica de U/(T') (la cerradura) y la informacién de
tipo algebraica (C*(T") es de dimension finita).

5.1 Proposicién
SeaT € L(H).SiTh € U(T)~, entonces existe una tinica representacion
p1 de C*(T') sobre H tal que p1(T") = T7.

DEMOSTRACION:

1. Unicidad: Supongamos que p; y p2 son representaciones de C*(T)
sobre H tales que p;(T") = p2(T)) = T}, también se verifica que

p1(1) = p2(1) = In.
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Por otro lado, p1(T*) = pi(T)* = Ty = p2(T*), entonces como
p1y p2 coinciden sobre los generadores de C*(T'), se tiene que

p1 = p2.

2. Existencia: Dado que T € U(T)~, entonces existe {ux} C U tal
que uj;T vy — T1. Paraa € C*(T') definimos

p1(a) := lim upaur = lim ugp(a)ug
k—oo k—oo

Evidentemente, p;(a) existe paraa = T, a = 1 yparaa = T*.
Esta tltima es consecuencia de la continuidad de la involucién.
Lo anterior puede extenderse linealmente como homomorfismo
de dlgebras a C*(T") de manera continua. O

Verifiquemos ahora que p; ~, p, el hecho de que T} € U(T)~ impli-
ca que existe una sucesién {u;} en el grupo unitario tal que la sucesién
{ujTuy} contenida en la 6rbita uniatria de T’ converge a 7}, ademas:

lim wj, T ur = lm uj, p(T) up = Th = p1(T)
k—o0 k—o0
entonces por la continuidad de la norma se tiene que

Jm Jug p(T) wy = pr(T)]] = 0
—00
Aplicando el teorema 2.1 se tiene que p; ~ p.

Reciprocamente, supongamos que p; ~, p, y verifiquemos que 17 =
p1(T) esta enU(T)~. En efecto, si p1 ~, p, existe {u} C U tal que la suce-
sion {ujp(a)uy} converge a py(a) para todo a € C*(T).

En particular, si tomamos a = T, se tiene que

T =pi(T) = lim ug p(T)uy, = kh'm uy, T uy,
—00

k—o0
lo cual demuestra que 71 € U(T)~.

Podemos afirmar entonces que existe una correspondencia uno a uno
entre el conjunto de todas las representaciones p; de C*(T') en L(H) que
son aproximadamente equivalentes a p y la clausura de la 6rbita unitaria
deT.
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Esta es:

o1 — pr(T)

El siguiente teorema es central y fue desarrollado por D. Voiuculescu.
Para mayores detalles puede verse [12].

5.1 Teorema

Sea T € L(H), la 6rbita unitaria de T es cerrada en la norma de £(H) siy
s6lo si C*(T') es de dimensidn finita.

DEMOSTRACION:

1.

150

Supongamos que U(T') es cerrada en la norma de L(H). Hay
que demostrar que cada representacién p; : C*(T') — L(H) con
p1 ~q p satisface p1 ~ p.

Supongamos que p; ~, p y definamos T} = pi(T) € U(T),
por hipétesis U(T)~ = U(T), entonces, T = w*T'w para algin
w € U, entonces, la representacién p; : C*(1') — L(H) definida
por p1(X) = w* Xw satisface también la proposicién 5.1, entonces
p1 ~ p, por lo tanto p; ~ p. Si usamos el teorema 2.2 podemos
concluir que C*(T') es de dimensién finita.

Nota: Puede suceder que p; sea una representacion de C*(7T)
sobre un espacio de Hilbert H # H, digamos: p; : C*(T') — L(H)

Es importante anotar que como dim ’H = dim H, se tiene que Hy H

son isomorfos, es decir, existe un isomorfismo w : H — H. Defi-
namos entonces:

L(H) > B+2 w*Bw € L(H) (13)

y consideramos p; := ® o p; : C*(T) — L(H), como se muestra
en el siguiente diagrama:

C*(T) 2 £(F)

e

L(H)
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Afirmamos ahora que si p; ~, p, entonces p; ~, p. En efecto, su-
pongamos que p; ~, p, entonces existe una sucesién de operado-

res unitarios uy, : H — H tal que p1(a) = klim ujp(a)uy, para todoa €
—00

C*(T'), entonces:

pi(a) = w'pi(@w = lim (wufp(a)upw) = lim (wgaw)”pla)(ugw)

Podemos concluir que p; ~, p a través de los operadores unita-
rios {ujw}, se sigue ademads que p; ~ p, por lo tanto existe un ope-
rador u : H — H tal que pi(a) = u*p(a)u para todo a € C*(T).
Ahora

p1(a) = wpi(a)w* = wu*p(a)uw* = (vw*)*p(a)(uw*) Va € C*(T)

Es decir, p1 ~ p usando el operador unitario wu* : H — H.

2. Supoéngase ahora que C*(T') es de dimensién finita, tenemos que

demostrar que U/(T") coincide con su clausura. Sea T € U(T')~, en-
tonces existe una representacion p; de C*(T') sobre H tal que p;(T') =
Ty p1 ~a p-
Aplicando el teorema 2.2 se tiene que p; ~ p, es decir, existe un
operador u en el grupo unitario tal que u*au = p;(a) para todoa €
C*(T), en particular, para a = T se tiene que v*Tu = p1(T) = T,
entonces 11 € U(T). DO

6. LA DIMENSION DE C*(T') Y LA EXISTENCIA
DE SECCIONES LOCALES

Ahora nuestro objetivo es el siguiente: Dado un operador (fijo) 7' €
L(H), con C*(T) de dimensioén finita, mostrar que existe una seccién local
continua unitaria para 7'.

Sin embargo, en la construccion de una seccion local continua para T
aparecen dos conceptos importantes: operadores positivos y descomposi-
cién polar de un operador. Los enunciamos a continuacién.

6.1 Definicién
Sea P € L(H), se dice que P es positivo (P > 0) siy s6lo si (Pz,z) > 0
para todo = € H o equivalentemente P = P* y o(P) C [0, o0].
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En el sistema de los nimeros complejos se verifica lo siguiente: dado
z € C, éste puede ser factorizado en la forma z = |z|k donde |k| = 1. Esto
sugiere examinar el problema de factorizar un elemento A € £L(H) en la
forma A = UP con U unitario y P positivo.

Cuando esto es posible, llamamos a U P una descomposicién polar de
A.

6.1 Lema
Si A € L(H) es invertible, entonces A tiene una tinica descomposicion

polar A = UP.

DEMOSTRACION:
Ver operadores positivos y raices cuadradas en [11], pdgina 330. O

Otro resultado importante y ademds evidente es que si A € L(H) es
invertible también lo son A* y A*A.

En este contexto de los operadores invertibles existe una férmula para
la descomposicion polar de A. Esto es, se pueden expresar U y P en térmi-
nos de A. En efecto, dado A € L(H) invertible, se garantiza la existencia

de (A*A) 'y (A*A)_%, entonces

A= A(A*A)"5 - (A*A)> (14)
=U =P

Por la definicién de raiz positiva se tiene que P es un operador positi-
vo. Verifiquemos que U es unitario.

U*U = (A*A) "2 A*A(A*A)" 2 = Iy,

UU* = A(A*A)"2 (A*A)"7 A" = Iy

El lema que enunciamos y demostramos ahora nos permite caracteri-
zar el estabilizador de un elemento 7' € L(H) para el cual C*(T') es de
dimension finita.

6.2 Lema
Sea T € L(H) tal que C*(T') sea de dimensioén finita,

H:(Icﬁl)@---@lcgll))@---@(IC?)@---@IC;?) (15)
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denotemos con e,(f,z los idempotentes, ortogonales definidos sobre IC,(f) y

con ey, los idempotentes, ortogonales definidos sobre Fj, = /c§’“) - - -@K%’?,
entonces w € U satisface w1 = Tw siy s6lo si w es diagonal al respecto de

la descomposicién canénica (15) y se verifica ademds que

el = e (Dued) &

DEMOSTRACION:
Ver [9], lema (3.4.2) O

El siguiente teorema fue desarrollado por D. Deckard y L.A. Fialkow
y muestra una construccién de la seccién local continua para un opera-
dor T' € L('H) que satisface las condiciones expuestas al principio de esta
seccion.
6.1 Teorema
Si C*(T') es de dimension finita, entonces 7' tiene una seccién local conti-
nua.

DEMOSTRACION:
Ver [9] teorema (3.4.3) O
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