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Resumen

Se aplicó la mecánica de sólidos hiperelásticos al estudio del comporta-
miento del tubo arterial, ya que es un medio consolidado en la compren-
sión de fenómenos de interés para los profesionales de la medicina y de 
la ingeniería biomédica. En el caso del órgano en cuestión, su estudio se 
realizó mediante el modelado como un recipiente cilíndrico de pared 
gruesa, donde la función de energía empleada permitió considerar as-
pectos microestructurales como la anisotropía y la dispersión de fibras de 
colágeno. En el problema de equilibrio estático en el que se implementa 
esta caracterización se representaron las capas media y adventicia de la 
pared arterial. La solución expedita del problema de valores en la frontera 
resultante es posible gracias a la asunción de un patrón de deformación 
de simetría axial. Se encontró que el factor de dispersión de fibras y los 
demás parámetros adimensionales del mismo orden de magnitud tienen 
el rol dominante en la rigidez radial del tubo arterial. Los resultados se 
presentan utilizando grupos adimensionales, lo cual facilita la interpreta-
ción rápida del efecto de los numerosos parámetros que emergen. 

Palabras clave: mecánica cardiovascular, hiperelasticidad, tejidos 
blandos, tubo arterial.

Abstract 

A study of the behavior of the arterial blood vessel was performed by 
resorting to the mechanics of hyperelastic solids, for this is a currently 
well-established means to understanding a number of phenomena of 
concern among physicians and biomedical engineers. As regards this 
organ, it was modelled as a thick walled cylindrical vessel where the ma-
terial energy function comprised the characterization of microstructural 
features of the tissue, such as anisotropy and fiber orientation dispersion. 
The static equilibrium problem for implementing this model represented 
the adventitia and media layers of the arterial wall, while its solution was 
simple thanks to assuming an axisymmetric deformation pattern. It is 
found that the fiber orientation factor along with the other dimensionless 
quantities of the same order of magnitude had the most influence on the 
arterial blood vessel radial stiffness. These results were processed using 
dimensional groups, thereby facilitating interpretation in the light of the 
many parameters that the whole model considers.

Keywords: cardiovascular mechanics, hyperelasticity, soft tissue, 
arterial tube.
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INTRODUCCIÓN

La gran elasticidad y la variedad de características microestructurales del 
tejido biológico en humanos plantean un problema interesante a la luz 
de la mecánica de solidos hiperelásticos. Por este medio se han podido 
tratar cuestiones relevantes desde el punto de vista del funcionamiento 
de órganos del cuerpo humano y del diseño de dispositivos para atender 
procedimientos que les conciernen. 

Los problemas de deformación de órganos asumidos hiperelásticos ya 
se han considerado con anterioridad [1]. Desde un principio una parte 
significativa de los esfuerzos se enfocó en las posibilidades que ofrece el  
método de los elementos finitos para capturar geometrías complejas y en 
la exploración de alternativas numéricas más eficientes dentro del método 
mismo [2]-[4]. Por otra parte, también se ha dado importancia a la interacción 
fluido-estructura, debido al contexto propuesto por la acción simultánea 
de fenómenos de flujo sanguíneo y de respuesta mecánica de la pared de 
los vasos [5], [6]. Finalmente, en la literatura existe un número de trabajos 
en el área de la formulación de funciones de energía de deformación que 
han puesto de manifiesto cada vez más aspectos del comportamiento 
mecánico de las distintas capas de tejido de la pared arterial, tal como 
viscoelasticidad, inelasticidad y modificación del tejido bajo estado de 
esfuerzo [7]-[10]. Esta disponibilidad constituye una motivación relevante 
para el trabajo realizado, pues es posible adaptar los resultados obtenidos 
a muchos problemas de interés.

En el contexto de la mecánica del tubo arterial, las funciones de energía de 
deformación son esenciales. En la actualidad las hay capaces de considerar 
explícitamente la contribución de las fibras de colágeno a la anisotropía del 
material y el papel que juega el grado de dispersión de su orientación an-
gular. Vale la pena mencionar el trabajo de Gasser et al. [11], cuya función 
de energía considera una dispersión de fibras siguiendo una distribución 
de Von Mises, que se utilizó en este trabajo. 

Lo anterior se implementa en ecuaciones de equilibrio que reflejan la geo-
metría que se quiere tratar y que involucran simplificaciones en cuanto 
al patrón de deformación del órgano estudiado, de modo que el modelo 
matemático resultante es fácil de tratar y de interpretar. 
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En este trabajo se consideró una geometría cilíndrica de pared gruesa y una 
deformación de simetría axial, en las que la única componente relevante 
de la ecuación de equilibrio –que se asume cuasi estático- es la radial. Esta 
aproximación para la formulación del problema fue presentada de manera 
sistemática por Holzapfel et al. [13], quienes la utilizaron para probar la 
convexidad de funciones de energía típicas, a la vez que presentan una 
función nueva pero sin tener en cuenta la dispersión de las fibras. 

Un asunto de importancia es la organización de resultados en problemas 
como el planteado en este trabajo. Barrera [14] aplicó esta función al pro-
blema de deformación con simetría axial bajo estado de carga de tensión y 
torsión, y luego bajo solo tensión e inflado y tomando en cuenta la dispersión 
de fibras [15]. La presión de inflado necesaria para lograr una deformación 
radial dada crece exponencialmente, como es típico de estas funciones de 
hiperelasticidad. Simultáneamente se observó que surge un gran número 
de parámetros, entre geométricos, de carga, de deformaciones prescritas y 
de propiedades del material, que dificultan la organización de resultados. 
Basado en esto se consideró relevante construir el escenario donde se pre-
sente inflado, torsión y extensión previa en un modelo que contenga una 
cuantificación de la dispersión de las fibras, junto con la presentación de 
resultados por medio de grupos adimensionales.

A pesar de que la mayor parte de la literatura relacionada con la solución 
de problemas de mecánica de tejidos biológicos blandos considera el uso 
de paquetes comerciales basados en el método del elemento finito, aquellos 
que disponen de estas facilidades son costosos y la curva de aprendizaje 
para su manejo apropiado es prolongada. Por el contrario, la estrategia 
de modelado propuesta en este trabajo es significativamente ventajosa en 
estos dos aspectos. 

METODOLOGÍA

Geometría y deformación del modelo

Se considera un tubo cilíndrico, que pasa por tres momentos de deformación 
[13], llamadas “configuraciones”:

•	 Configuración relajada: la que resulta tras tomar un segmento de tubo 
arterial y aplicarle un corte longitudinal. El segmento queda abierto 
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formando un ángulo α, liberando entonces una tensión previamente 
existente en la dirección circunferencial. 

•	 Configuración sin carga: el segmento de tubo se cierra produciendo 
una elongación circunferencial, en la que no hay cambio en el es-
pesor de la pared ni en la longitud del segmento.

•	 Configuración cargada: el segmento de tubo cerrado, de longitud 
original L, se estira una cantidad prescrita λz en la dirección axial, 
se tuerce alrededor de su eje un ángulo  y se le aplica presión 
interna Pi.

La figura 1 presenta las tres configuraciones descritas junto con la desig-
nación de las coordenadas de un punto material.

α

iR

oR

( )ZR ,,Θ

ir

or

( )zr ,,θ

(a)

(b)

iR

oR

ip

Φ

Φ

Lzλ

(c)

Figura 1. Configuración (a) relajada, (b) sin carga, (c) cargada, 
(R, , Z) y (r, θ, z) son las coordenadas de un punto material 

antes y después de ocurrir cualquier deformación

En la figura 1 se indica el ángulo de apertura α, por el cual se introduce la 
pre-tensión circunferencial al segmento de arteria. Esta se asume uniforme-
mente distribuida en dicha dirección, luego la relación entre coordenadas 
circunferenciales de las configuraciones cargada y relajada está dada por 
una proporción lineal k más una torsión prescrita aplicada a la longitud del 
segmento /L multiplicada por la coordenada axial Z [13]:
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θ = ( 2π )  + Z


(1)
2π - α L

El estiramiento axial prescrito λz se utiliza junto con la asunción 
de incompresibilidad del material para producir una expresión 
que relaciona las coordenadas radiales de un punto material en 
las dos configuraciones:

2
22

i
z

i r
k

RRr +
−

=
λ

(2)

Finalmente, la relación entre las coordenadas axiales se presenta por medio 
del estiramiento axial prescrito, que también se considera uniformemente 
distribuido:

 z = λzZ (3)

En una deformación con simetría axial y con las ecuaciones (1) a (3) que la 
caracterizan, el tensor gradiente de deformación no es simétrico:

F =

дr
0 0

= (4)

дR (λθλz)-1 0 0

0 rдθ rдθ 0 λθ r 
Rд дZ L

0 0
дz 0 0 λz

дZ

Relación esfuerzo-deformación

Por la incompresibilidad asumida para el tejido biológico blando, las únicas 
componentes relevantes del tensor de esfuerzos son las iso-volumétricas, que 
en adelante se identifican con el subíndice “iso”. El tensor de esfuerzos de 
Cauchy, en términos del cual se plantean las ecuaciones de equilibrio estático, 
debe relacionarse con el tensor típico en el que se presentan las ecuaciones 
de la hiperelasticidad, el Segundo de Piola-Kirchoff S. Dicha relación es 
como sigue [12]:
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 σiso = J-1 FSisoFT (5)

El determinante J del tensor gradiente de deformación es igual a uno, y el 
tensor Segundo de Piola- Kirchoff iso-volumétrico Siso se obtiene a partir 
de la función energía de deformación Ψ. Según el trabajo de Holzapfel et 
al. [13] se considera que Ψ es la suma de una contribución por la matriz 
isotrópica Ψm y una por las fibras de refuerzo Ψfi:

Ψ = Ψm( I1 ) + Ψfi ( Ei ) (6)

I1 es el primer invariante del tensor derecho de Cauchy iso-volumétrico 
Ciso = FT

iso Fiso, mientras que por la incompresibilidad del material  se tiene 
que F = Fiso[16]. El invariante Ei , donde el subíndice i se refiere a una familia 
de fibras en específico, es el resultado de la operación C : Hi - 1 ; Hi contiene 
información sobre la orientación preferente a0i de una familia de fibras en la 
configuración sin carga y el grado de dispersión alrededor de dicho valor, 
y está dado por [11]:

Hi = κI + (1 - 3κ)(a0i ⊗ a0i) (7)

Gasser et al. [11] apelan al concepto de tensor generalizado estructural para 
producir la expresión (7). Aquí κ cuantifica el grado de dispersión de las 
fibras, con un rango de valores que depende de la distribución estadística 
que se asuma para ello. Considerando una distribución Von-Mises, κ va 
de cero para fibras perfectamente alineadas con la dirección a0i a 1/3 para 
fibras totalmente dispersas [11].

La forma específica de la función energía de deformación se obtiene a partir 
de estudios experimentales sobre muestras del material de interés [17]. Se 
puede considerar que las fibras confieren una rigidez de tipo exponencial 
al material:

Ψfi (Ei ) = 
k1  [exp(k2Ei

2) - 1] (8)
2k2
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Las expresiones (7) y (8) dejan ver que la dispersión de las fibras disminu-
ye el valor del exponente, reduciendo entonces el aporte a la energía de 
deformación. Para la matriz isotrópica es usual considerar una función de 
tipo neohookeano:

Ψm (I1 ) = 
c

(I1
 - 3) (9)

2

Con esta función de energía el tensor Siso se calcula a través de [12]:

Siso = J-⅔ P4 : S (10)

Donde se ha introducido el tensor proyección de cuarto orden P4, que puede 
representarse usando notación de índices para fines de implementación:

(P4)ikjl = δikδjl - 
1

 C-1
i k Cjl (11)

3

S se obtiene directamente a partir de la función energía de deformación, y 
se le denomina “tensor ficticio de Piola-Kirchoff” [12]:

S =   
дΨ

(12)
дC

La derivación se efectúa recurriendo a la regla de la cadena y utilizando 
las identidades para la diferenciación de invariantes de C con respecto de 
este mismo tensor [12], [18].

Ecuación de equilibrio

Por cuenta de la simetría axial del modelo de tubo arterial la única ecuación 
relevante es la del equilibrio en la dirección radial [13]:

dσrr +
σr - σθθ  = 0 (13)

dr r
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La condición de frontera está dada por el esfuerzo radial igual a la presión 
de inflado pi sobre la pared interna. Adicionalmente, como las componentes 
diagonales del esfuerzo de Cauchy pueden descomponerse aditivamente 
en presión hidrostática y esfuerzo iso-volumétrico, por ejemplo, en σrr = p 
+ σiso, r , se tiene por sustitución e integración de la ecuación (13) que

ro dr
(14)pi = ∫ (σiso,θ - σiso, r)

rri

Donde (ri ,ro) son los radios internos y externos de la arteria deformada. 

La ecuación (14) relaciona indirectamente la presión de inflado con alguna 
de las deformaciones axial, radial o circunferencial, ya que estas sirven 
de argumento a las componentes radial y circunferencial del esfuerzo de 
Cauchy del integrando.

En este escenario dado por la ecuación (14) se aborda la implementación de 
la solución. Puede dejarse en términos de un solo argumento de entrada, 
para lo que existen múltiples posibilidades. En este trabajo se observó, por 
la ecuación (2) y el componente (2,2) de F, que el estiramiento circunferen-
cial λθ se puede dejar como una función de la coordenada radial r−variable 
de integración-, el radio interno y externo del tubo arterial sin deformar 
(Ri,Ro) –parámetros constantes- y el radio interno ri del tubo deformado, 
que constituye entonces el argumento de entrada para la producción de 
resultados. Luego, asumiendo un valor para ri la integración de la ecuación 
(13) produce el valor correspondiente de la presión de inflado en estado 
de equilibrio estático. 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Los resultados se presentarán por medio de grupos adimensionales genera-
dos a continuación. El planeamiento fundamental toma la siguiente forma, 
señalando que H es el espesor de la pared:

pi  = pi (ri , c, Ri , H, Ф/ L, k1 , k2 , β, κ, λz , α) (15)
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De los argumentos entre paréntesis el primero es la variable independien-
te; de c a k1 son constantes dimensionales; a partir de k2 se tiene constantes 
adimensionales. Luego son las seis primeras cantidades −más la variable 
de salida pi - aquellas con las que se trata de formar grupos adimensionales. 
Como algunas de ellas comparten dimensiones y exponentes, se puede 
generar varios grupos adimensionales del mismo tipo. Al tomar (c, Ф/ L) 
como variables repetidas, los grupos tomados como variable de entrada y 
salida son, respectivamente:

∏1 =
pic , ∏2 = ri (Ф/L) (16)

(Ф/L)2

La variable k1 forma el mismo grupo adimensional que pi mientras que (Ri , 
H) forman el mismo grupo que ri . Adicionalmente, cada constante adimen-
sional forma per se un grupo adimensional. Con lo anterior se proponen 
los siguientes grupos como factores de estudio:

∏3 =
k1c , ∏4 = H (Ф/L),  ∏5 = κ (17)

(Ф/L)2

En la figura 2 se muestra el efecto de los tres conjuntos de factores en la 
curva adimensional de radio de la arteria deformada-presión de inflado. 
Como datos típicos se han considerado los registrados en la tabla 1. Estos 
datos corresponden a una muestra de arteria carótida tomada de un conejo 
joven, sin evidencia de patología en cualquiera de los tejidos involucrados 
[13]. En la referencia citada los ángulos β de orientación de las fibras de 
colágeno son 29 y 62° para las capas media y adventicia, respectivamente.

Los distintos valores de los grupos adimensionales se produjeron con 
cuatro valores igualmente espaciados entre una quinta parte y el doble 
del valor para las variables no repetidas en cada uno de ellos. En el caso 
de tener una propiedad por cada capa de material, se utilizó el promedio 
de estas variables.
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Tabla 1. Valores típicos de los parámetros utilizados 
en la producción de resultados [15]

Parámetro Capa media Capa adventicia Unidad

c 3 0.3 kPa

k1 2.36 0.56 kPa

k2 0.84 0.71 Adimensional

β 30 40 Grados

H 0.26 0.13 mm

α 15 Grados
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Figura 2. Curvas de presión de inflado-radio interno 

deformado adimensionales (∏1, ∏2)  para una serie de 
valores de grupos adimensionales: (a) ∏3, (b) ∏4, (c) ∏5

Se observa que ninguno de los parámetros modifica la forma exponencial 
de la curva de presión-inflado; sin embargo, la influencia de κ domina sobre 
la de H y k1. Para considerar la importancia de los demás factores basta 
considerar sus magnitudes relativas. Así, como Ri y H tienen el mismo 
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orden de magnitud, su efecto en la curva de presión no será distinto. En 
conjunto, su efecto sobre la rigidez de la estructura es el menor dentro del 
grupo de parámetros considerados. 

La tabla 1 muestra que los valores de los parámetros que forman grupos de 
la forma de ∏5 están dentro del mismo orden de magnitud, luego la figura 
2 permite afirmar que el conjunto (k2, β, κ, λz, α) tiene el mayor efecto en 
la presión de inflado, al menos en los valores más altos de la deformación 
radial de la arteria. Finalmente, el parámetro k1 es el único que forma grupo 
de la forma ∏3 y su incidencia en la presión de inflado es la menor. 

De los parámetros más influyentes se recurre a la pre-extensión axial zλ
y a la torsión  en la práctica de intervenciones por las que se tratan casos 
como la pseudocoartación [19], [20], [21], [22], [23]. 

En este momento resulta apropiado crear una situación concreta, con uni-
dades apropiadas, que permita observar el efecto de uno de los parámetros 
más influyentes en la curva radio-presión de inflado del modelo arterial: la 
pre-extensión λz. En la figura 3 se muestra el caso para tres valores distintos 
de esta variable.
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Figura 3. Curva de presión de inflado-radio interno deformado en las 
unidades dadas para una serie de valores de la pre-extensión axial λz
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Esta figura hace evidente la diferencia en la deformación radial bajo dis-
tintos valores de λz en todo el rango de presiones, observándose su mayor 
efecto entre los 5 y 15 kPa (38 y 113 mm Hg). Lo anterior puede verse como 
muestra de la influencia que tiene este factor −y cualquiera de los demás 
pertenecientes al grupo ∏5- en la rigidez del modelo de tubo arterial.

Finalmente, como Ф participa de todos los grupos, el estudio de su inci-
dencia puede lograrse reformulando los grupos adimensionales sacándole 
del conjunto de las variables repetidas.

CONCLUSIONES

La curva de presión de inflado-radio de la arteria deformada bajo el estado 
de tensiones considerado en este trabajo está mayormente influida por el 
conjunto de parámetros de pre-extensión axial λz, rigidez exponencial k2, 
orientación preferente de las fibras β, pre-tensión circunferencial k y disper-
sión de fibras κ. En este último caso, la menor dispersión de fibras conduce 
a la mayor rigidez del tubo arterial ante la presión interna.

El número de parámetros en la formulación de problemas de hiperelastici-
dad al modelar tejidos biológicos blandos crece muy rápido, lo cual sugiere 
la conformación de grupos adimensionales para estudiar la importancia 
relativa de ellos. Aunque en este apartado existe más de una posibilidad, es 
importante que se presten siempre a una interpretación física del fenómeno. 

La simplificación hecha con la asunción de un patrón de deformación facilita 
la implementación de nuevos modelos constitutivos, en los que se ratifica la 
necesidad de considerar grupos adimensionales para la producción e inter-
pretación de resultados. Adicionalmente, en la implementación realizada se 
separa claramente la ecuación de equilibrio estático de la función de energía, 
luego no resulta difícil adaptar el modelo en su conjunto para considerar otras 
geometrías u otros tipos de material. Debe tenerse en cuenta, no obstante, 
que los patrones de deformación utilizados deben ser representativos de lo 
que en la práctica ocurre con el órgano o dispositivo que se desee modelar.
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