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Resumen

Enestearticuloseanalizala dindmica hamiltoniana para untipo desistema
no lineal subactuado, aplicado particularmente al Péndulo de Furuta. Se
aplica una estrategia de control nolineal a partir de los modos deslizantes
y moldeo de energia potencial, que permite con una sola ley de control
elevar y sostener el Péndulo en su posicion vertical. Este experimento fue
implementado enla planta mencionada, lacual fue disefiaday construida
como un modelo experimental para la linea de investigacion de Sistemas
No Lineales y Percepcién del Programa de Ingenieria Electrénica de la
Universidad del Quindio.

Palabras clave: Modos deslizantes, sistemas hamiltonianos, Péndulo de
Furuta, moldeo de energia potencial.

Abstract

In this paper we made the analysis of Hamiltonian dynamics for a type
of nonlinear underactuated system. The mathematical model of the
Furuta’s pendulum is calculated. A nonlinear control strategy by sliding
modes and potential shaping is applied to the Furuta’s pendulum plant
designed and built as experimental model for the Nonlinear Systems and
Perception investigation line of the Electronic Engineering Program of
the Quindio University.

Keywords: Sliding modes, hamiltonian systems, Furuta’s pendullum,
potential energy shaping.
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1. INTRODUCCION

El control basado en la estructura hamiltoniana [1], [2] esta fundamentado
en el uso de funciones de energia que determinan el comportamiento del
sistema en cada instante de tiempo a partir de sus parametros fisicos; asi
que estoayudaal disefiador a comprender mejor lo que estd sucediendo con
la planta que debe controlar y entrega un criterio para la correcta seleccién
del controlador que va a implementar. Esto contribuye en el analisis de
nuevas técnicas de modelado y control de sistemas no lineales. El estudio
de los sistemas de control por modos deslizantes ha sido de mucho interés
en la comunidad cientifica durante las altimas dos décadas debido a su
buen comportamiento ante variaciones de los parametros y el rechazo
a perturbaciones [3] - [5], por lo que se usa este método de control para
estabilizar el Péndulo en la posicién de equilibrio inestable. El Péndulo de
Furuta es un sistema no lineal que presenta un comportamiento dindmico
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complejo, por lo que conviene enfatizar en teorias matematicas y fisicas de
nivel avanzado en ingenieria, que permitan obtener mayores niveles de
abstraccion en el andlisis de este tipo de sistemas. Las primeras estrategias
de control aplicadas a este tipo de sistemas consistian en llevar de forma
manual el Péndulo a la posicién de equilibrio inestable y ejecutar alli una
estrategia de control lineal. En la actualidad ha surgido un problema de
controlmas general y complejo conocido como swing up [6] - [9], que consiste
en llevar el Péndulo desde cualquier posicién, y en particular desde la
posicién colgante, hasta la posicién deseada. En este trabajo se aplica una
ley de control que lleva el Péndulo de la posiciéon colgante a la posicién
objetivo (equilibrio inestable) y lo estabiliza alli mediante la inyeccion y
amortiguamiento de energia basado en un modelo de orden dos [6], [10].
En la seccion 2 se presenta el modelo matemaético del sistema Péndulo de
Furuta y se realiza una reduccion del modelo de cuatro dimensiones a uno
de dos, teniendo en cuenta que las variables del brazo se consideran ciclicas.
En la secciéon 3 se disefia el controlador y se analizan las simulaciones de
éste en Matlab®, y por tltimo, en la seccién 4 se presentan los resultados
experimentales de este control sobre la planta Péndulo de Furuta.

2. METODOLOGIA

Inicialmente se realiza un analisis de la dindmica del sistema denominado
Péndulo de Furuta, a través del enfoque hamiltoniano, posteriormente se
hace una aproximaciénal control por moldeo de energia y modos deslizantes.

Modelado del Sistema

El modelo matematico del sistema dindmico se calcula realizando la
transformacién de Legendre a la funcién lagrangiana del sistema, para
obtener la funcion hamiltoniana que se observa en (1) [11].

Recientemente se han realizado andlisis del Péndulo de Furuta (figura 1)
de orden reducido, basados tinicamente en un modelo de dimensién dos.
Este modelo aproximado del sistema consiste en dejar de lado la dindmica
del brazo, es decir, los pares de reaccion del Péndulo al brazo o soporte.
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Donde a = V(] +¥aml?), B=Y2(J +mR?), y=%2 mIR, 0= ml* y e=-Y2 mgl son
constantes.

Figura 1. Péndulo de Furuta

Loanteriores posible porquela coordenada q2 correspondiente a la posiciéon
del brazo es ciclica, por lo tanto, el lagrangiano no depende de ésta, es
decir que el momento conjugado p2 se conserva y es una constante de
movimiento [12]; la aparicion de una coordenada ciclica en la formulacion
hamiltoniana de un sistema dindmico genera una reduccién en el orden
del sistema de ecuaciones acopladas igual a dos, asi el espacio de fase se
reduce a dos dimensiones [13]. Otra razén es que los puntos de equilibrio se
determinan por el cambio de energia potencial del Péndulo, pues el brazo
mantiene un valor constante de energia potencial, ademas el brazo puede
considerarse como un pivote movil de un Péndulo planar. Por dltimo,
se debe tener en cuenta la complejidad matematica del sistema de orden
cuatro para realizar el control. Considerando lo anterior, en la ecuacion (2)
se presenta el modelo de orden dos de la dindmica del sistema usando el
formalismo hamiltoniano:
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H (g, P)=?Zp2+mgécosq @

Lasecuaciones de Hamilton correspondientes se muestran enlas ecuaciones

Gy @)

_0H_ 1

p——ﬁ—mg7cosq (3)
0H_ 6
“og - pP ¥

Figura 2. Plano de fase del modelo de orden reducido del Péndulo de Furuta

Enla figura 2 se observa un punto de equilibrio inestable correspondiente a
la posicion de maxima energia potencial del Péndulo, dondelas trayectorias
que cruzan este punto se alejan y se convierten en trayectorias inestables
(lineas punteadas). Ademas, existen dos puntos de equilibrio estables corres-
pondientes a la posicién de minima energia potencial del Péndulo (uno es
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reflejo del otro por la simetria de q), en los que las trayectorias cercanas a
estos puntos permanecen alli describiendo 6rbitas homoclinas [14].

Diseiio del Controlador

Los sistemas de control por estructura variable son caracterizados por una
ley de control discontinua, que produce una conmutacién que hace que
las trayectorias del sistema permanezcan sobre una superficie dada S en el
espacio de fase. La estructura del controlador es variada intencionalmente
para obtener una dinamica deseada en el sistema. En una primera fase,
llamada fase dealcance, la trayectoria que comienza en una condiciéninicial
arbitraria se mueve haciala superficie de deslizamiento; en la siguiente fase,
el movimiento serestringe ala superficie de deslizamiento, por esto se llama
fase de deslizamiento o modo deslizante [4]. En la fase de deslizamiento
se genera un fenémeno indeseado de amplitud y frecuencia finita llamado
chattering, producido por la interaccion entre las dindmicas parésitas y
el control por estructura variable. Una caracteristica importante de los
sistemas de control por estructura variable consiste en que en la fase de
deslizamiento la dinamica del sistema esta determinada por los parametros
de disefio y las ecuaciones que definen la superficie, y son insensibles a las
variaciones de los parametros del sistema y a perturbaciones externas [5].

Para obtener un buen comportamiento en la dindmica de los sistemas de
estructura variable se asume que el sistema consta de varios subsistemas
llamados estructuras; cada una de esas estructuras son inaceptables desde
el punto de vista de la calidad del proceso de control, pues se consideran
como inestabilidades. El disefio de un controlador consiste en seleccionar
los parametros para esas estructuras, como también definir la l6gica de
conmutacion, de tal modo que las caracteristicas ttiles de las estructuras se
conserven. En los momentos en que las estructuras cambien, las ecuaciones
diferenciales que describen el movimiento del sistema presentaran
discontinuidades en ciertas superficies del espacio de estado del sistema.
Esta es precisamente la introducciéon de un modo deslizante dentro del
sistema que es el fundamento de los algoritmos de control en esta clase de
plantas [3].

Los sistemas hamiltonianos han sido objeto de estudio en el 4rea del control
basado en la energia, donde se analiza en la ley de control qué términos
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mantienen la energia constante, cudles tienen un efecto disipativo y cua-
les inyectan energia al sistema [2]. El procedimiento que se utiliza es el
moldeo de energia (Energy Shaping), que moldea o da forma a la superficie
n-dimensional de la funcién de energia en lazo cerrado, haciendo que esta
funcién sea definida positiva en todo el rango de funcionamiento y cero
en el punto o conjunto de puntos que se desean estabilizar. El objetivo del
método de moldeo de energia potencial es cambiar, mediantelaintroduccién
de una ley de control #, la forma de la energia potencial del sistema, de
manera que el minimo de la misma se encuentre en el punto que se desea
estabilizar [15], [16]. Con el fin de encontrar e introducir una ley de control
u para moldear la energia potencial del sistema se propone una funcién de
energia deseada basada en el hamiltoniano del sistema de orden reducido
[17], [18]. Por simplicidad en el disefio se toman los parametros de las
ecuaciones iguales a la unidad, con lo que la energia deseada es igual a (5):

1
H@qp=V@+5p o
Enlazocerrado, loquese pretende es que el sistema tengalaformade (6) [19]:
. 0H,
—(T—-R 6
r=(-R) or ©)

Donde J=-]" es la matriz fundamental de la estructura simpléctica [20], y
R=R", definida positiva, es una matriz de amortiguamiento de energia. El
sistema hamiltoniano en su notacién matricial es (7):

. 0Hq
7 |0 1 % %)
| 1-1 -6 | 0H,
p Y--a
op

El término o puede ser una funcién. Ahora, teniendo en cuenta la simetria
del Péndulo de Furuta y para o = 0 se debe cumplir (8):

V=V, V) __ Vi=q) ®)
0q oq
Una funcién que cumple con la condicién de simetria par impuesta por la
ecuacion (8) es (9) [9]:
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o
V. (q)=a,+cosq-).a cos"q ©)
n=2

Esta representacion en serie de cosenos garantiza la existencia de maximos
o minimos locales de la energia potencial en el punto de equilibro deseado.
El signo negativo en la ecuacion (9) garantiza que existan minimos locales
en la posiciéon deseada. La region cercana al punto de equilibrio local
introducido por la ecuacién (9) se reduce a medida que aumenta el nimero
de armoénicos, ademads aparecen maximos y minimos locales en regiones
indeseadas, por lo tanto se escoge el armoénico correspondientea n=2y
a, = 0, y se obtiene (10):

V.(q) =cos q— a,cos’ q (10)
cona,=a>0.5.

La figura 3 muestra un minimo de energia potencial en el punto que se
desea estabilizar para a = 3.

[[H]

25

T e T T ST TT T TTTON VR puuny PR

q'n

Figura 3. Funcién de energia potencial deseada
La figura 4 muestra la forma de la funcién hamiltoniana correspondiente,

donde se puede observar que para todo a>0.5 se tiene un minimo local de
la energia del sistema en la posicion deseada (q = 0).
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Figura 4. Funcion hamiltoniana deseada

La figura 5 muestra el contorno del plano de fase, donde se pueden ver
tres pozos de energia: dos pozos laterales correspondientes a la posicion
colgante (q = + m) y un pozo central que surge después de moldear la
energia potencial del sistema. Los pozos laterales son niveles de energia
indeseados en el plano de fase, de los que el sistema debe salir mediante la
inyeccién de energia hacia el pozo deseado, donde se amortigua o absorbe
la energia que atin lleva el Péndulo en su trayectoria de movimiento. Con
el amortiguamiento, la energia tiende a un valor minimo, como se ve en la
figura 3, y el Péndulo se mantiene en la posicién deseada con una cantidad
de movimiento nula (q, p) = (0, 0).

Esdevitalimportancia observarlos limites delos pozos de energia deseados
e indeseados, puesto que méas adelante se introducira el modo deslizante
teniendo en cuenta la ubicacién de estos limites.

Tomando en cuenta el amortiguamiento, con 0 #0, se tomala expresion kcos
q para éste, siendo k > 0, lo que significa que cuando el Péndulo esta por
debajo dela horizontal (cos g < 0) entonces se inyecta energia; por otro lado,
cuando se encuentra por encima de la horizontal (cos g > 0), la energia se
atentia. El sistema deseado en la forma hamiltoniana generalizada ser4 (11):
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| 0H,
1 = 0 1 aq 11)
plol 1 -kcosq|| oH,
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1 1 ! 1 1
-1 -0.5 0 04 1

Figura 5. Contorno del plano de fase en lazo cerrado

Asi, el sistema de ecuaciones deseado se muestra en (12) y (13):
q=p 12

p=singq-2acosq sinq-kp cosq (13)

Para inyectar energia sélo cuando se encuentre dentro del pozo indeseado,
y amortiguar sélo cuando el Péndulo se encuentre en el pozo deseado, es
necesario establecer una légica de conmutacion que opere en los limites de
los pozos mostrados en la figura 5; se define (14):

<L

. 1
-K <—1yH, <
i 2a Y 4a (14)

W(g, p)=
K en otro caso

Donde K > 0 es un parametro de sintonizacion.
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Esto quiere decir que ¥ es negativa en los pozos indeseados (inyecciéon de
energia) y positiva en el pozo deseado (amortiguamiento). Sustituyendo la
ecuacion (14) en la ecuacién (13) y multiplicando por cosq para evitar los
cambios de signo del amortiguamiento al pasar por la horizontal, el sistema
deseado se muestra en (15) y (16):

q=p o)

p=sinq-2acos q sinq-Y(q, p)p cos’q e

Con esto se tiene la ley de control (17):

u=-2acos q sin q-KW¥(q, p)p cos’q a7)

que lleva el sistema a la posicion de equilibrio deseada. En la ecuacién (17)
se puede ver como se genera el modo deslizante a lo largo de la curva de
conmutacion, dado que la funciéon W(g, p) cambia sus valores a lo largo
de la superficie de deslizamiento [7].

A continuacion se analiza el sistema dindmico Péndulo de Furuta controlado
conlaley decontrol (17) utilizando Simulink®de Matlab®. La figura 6 muestra
cémo el Péndulo se desplaza desde la posicién colgante hasta la posicion
vertical (hacia arriba) y se estabiliza alli en 6.7s. Se puede notar la accién
del modo deslizante por la oscilacion del Péndulo alrededor de la posicion
objetivo, lo que se hallamado chattering; esto obliga al controlador a realizar
un mayor esfuerzo de control, lo que podria reducir la vida ttil del motor.

Para evitar este efecto indeseado, la curva de conmutaciéon mostrada en el
figura 5 se cambia aplicando (18):

Hd=4111+A (0<A<<1) (8)

Y se obtiene una superficie de energia de un valor mas alto. El movimiento
de deslizamiento se presenta ahora a lo largo de la nueva curva, aunque los
puntos de equilibrio (tarccos (1/2a),0) atn existen, pero estan fuera de la
superficie de deslizamiento, por lo tanto el modo deslizante no estabilizara
estos puntos de equilibrio y el chattering disminuira. Aplicando lo anterior
al controlador se obtienen las sefiales que se observan en la figura 7. El
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comportamiento del sistemano presenta grandes variaciones encomparacion
con las sefiales mostradas en la figura 6, pero puede notarse la disminucion
del chattering.

B &

Sefial de Control u (V)
E B o

o

4
“Tiempo (s)

Figura 6. Sefiales del sistema dinamico y control

gc?ﬁ

Sefial de Control u (v)

&

o
-
o

Tiempo (s)

Figura 7. Sefiales del sistema dinamico y control
(disminucioén del chattering)
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Ahora, es necesario que se analice la estabilidad del sistema con base en
una funcién como de energia que se considerard como candidata a funcién
de Lyapunov. Es facil ver que (19)

Hd=-Y(q, p)p’ cos’q (19)

Como W no tiene signo definido y H, no es funcién de Lyapunov, pero se
puede modificar de tal forma que lo sea. Considere la funcién dada en (20)
candidata a funcién de Lyapunov:

V=w(, p)(Hd—41a—A) e

Hay quenotar que esta funciénno es diferenciable enla curva deconmutacion
donde V = 0, sin embargo, fuera de esta curva se tiene (21):

V=—W2(g, p)p? cos’q < 0 @1)

Por lo tanto, V es funcién de Lyapunov excepto en la curva de nivel cerrada
V =0 [8], ademas el sistema es asintéticamente estable, puesto que V es
funcién de q y p [21].

3. RESULTADOS EXPERIMENTALES

Para lograr el desempefio del controlador disefiado en tiempo real sobre la
planta se ha utilizado el ambiente de desarrollo Microsoft Visual Studio.NET®
y la tarjeta de adquisicion de datos DAQPCI-6014 de National Instruments™.
Después de ejecutar el control sobre el sistema fue necesario sintonizar el
controlador modificando los valores de los pardmetros a y K, dado que el
controlador disefiado se preparé a partir de pardmetros fisicosiguales a uno.

Al obtener la sintonizacién se obtuvo un controlador con pardmetros
a=0.505 K=150y A =0.1, con los que se consiguieron los resultados
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mostrados en la figura 8, donde se puede observar que el Péndulo alcanza
la posiciéon deseada en t =20.43s y el voltaje de control no excede valores de
u =27 voltios. Se ve claramente la respuesta del controlador ante disturbios
fuertes; el Péndulo abandona el pozo de energia deseado, pero de inmediato
el controlador le inyecta la energia necesaria, buscando la superficie de
deslizamiento, para estabilizarse de nuevo en la posiciéon deseada cerca a
120s, y el Péndulo la alcanza, luego se le introduce otra perturbacién y se
estabiliza de nuevo.

I 1
30 B0 a0 120 150 180

[}
=1
T

=1
T

=1
T

[
=1
T

Senal de
Control u (V)
F
3

30 B0 0 120 150 180

Tiempo (5)

o

Figura 8. Resultados experimentales para K = 150

Luego, se obtuvo un controlador con parametros a = 0.505, K =200y A =
0.1, con los que se consiguieron los resultados mostrados en la figura 9,
donde se puede observar que el Péndulo alcanza la posicion deseada en t
= 14.57s y el voltaje de control no sobrepasa valores de u = 24 voltios. Al
realizar modificaciones de los parametros del sistema se pudo observar que
la variacion del parametro modifica la cuenca de atraccion del sistema y lo
convierte eninestable, y la variacién del parametro K aumenta o disminuye
el tiempo de establecimiento, como se puede ver en las figuras 8 y 9. Por
otra parte, la minimizacién del chattering en las graficas de la posiciéon q
hace que este efecto no sea perceptible.
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q (rad)

I

20 30 40 50
Tiempo (s)

T T T

i i i
20 0 40 £0
Tiempo (s)

Seiial de Control u (V)

a 40
Tiempo ()

Figura 9. Resultados experimentales para A = 200

Es evidente que los datos adquiridos de la sefial de control y los que se
observan en las simulaciones no estan correlacionados; esto se puede
explicar recordando que el modelo simulado en Matlab® es un sistemaideal
en el que no intervienen fuerzas externas como friccién, tensién mecanica y
vibraciones que perturben el Péndulo en la posicién deseada. En cambio, el
sistema real presenta las perturbaciones antes mencionadas, lo cual obliga
al controlador a realizar un esfuerzo de control grande cuando el Péndulo
estd en la posicion objetivo, justificando asi que el amortiguamiento de
energia sea mucho mayor que el simulado y exigiendo que la constante
K tenga un valor mas alto. Todo lo anterior demuestra que el controlador
disenado e implementado es tan robusto como se esperaba.

En la figura 10 se presenta el Péndulo de Furuta construido y sobre el cual
se aplica esta técnica de control.
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Figura 10. Péndulo controlado con la técnica de modos deslizantes

4. CONCLUSIONES

Se ha analizado la dindmica del Péndulo de Furuta usando el formalismo
hamiltoniano; dicho analisis ha entregado informacién sobre las
caracteristicas no lineales del sistema, tales como dos puntos de equilibrio,
uno estable y otro inestable, oscilaciones alrededor del punto de equilibrio
estable y los cambios de energia en el sistema. La informacion obtenida del
analisis ha sido la base del disefio del controlador por modos deslizantes,
pues se ha usado una funcion como de energia basada en el hamiltoniano del
sistema (funcién de Lyapunov), con la que se obtuvo estabilidad asintética.

Laley decontrol se obtuvoimponiendo ciertas condiciones alas ecuaciones de
lazo cerrado, y dio comoresultadola transformacion del punto de equilibrio
inestable en uno estable y la modificacién del hamiltoniano. El hecho de
obtener un sistema en bucle cerrado con estructura hamiltoniana ofrece
la oportunidad de resolver el problema de rechazo de perturbaciones. El
rendimiento del controlador no lineal es muy satisfactorio, incluso lejos de
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la region donde el modelo puede ser linealizado y controlado por técnicas
lineales, como se aprecia en las simulaciones (fig. 8 y 9).

El controlador implementado en el sistema dindmico se comport6é de
acuerdo con los resultados analizados en las simulaciones, ya que se logré
resolver el problema de swing up y se estabiliz6 el sistema en la posicion de
equilibrio inestable usando unalégica de conmutacién mediante los modos
deslizantes (s6lo un controlador). Ademas, al presentarse perturbaciones
externas cuya energia no sobrepasala energia necesaria para que el Péndulo
vaya a un pozo de energia indeseado, el sistema de control minimiza la
energia de estas perturbaciones restituyendo la estabilidad en la posicion
objetivo; en el caso de perturbaciones externas que lleven el sistema fuera
de la cuenca de atraccion, el controlador de inmediato activa la inyeccion
de energia sobre el Péndulo, con el propésito de que éste encuentre la
superficie de deslizamiento y asi pueda regresar a la posiciéon deseada. Esto
demuestra que el controlador tiene la capacidad de realizar transiciones en
los niveles de energia del sistema en todo el espacio de fase, con el objetivo
de estabilizar el Péndulo sobre una superficie de energia deseada.
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