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SIMULACION DE LA PRECISION Y EL CUBRIMIENTO EN EXPERIMENTOS CON
MEZCLAS CON RESPUESTAS BINOMIAL Y POISSON ANALIZADOS BAJO MODELOS
LINEALES GENERALIZADOS Y MINIMOS CUADRADOS ORDINARIOS

Resumen

En este articulo se muestra un analisis de disefios experimentales
con mezclas simplex centroides con respuestas binomial y Poisson
empleando un Modelo Lineal Generalizado. Se compar6 la precision
y el cubrimiento de los intervalos de confianza, alrededor de las me-
dias esperadas, obtenidos bajo un modelo de Minimos Cuadrados
Ordinarios que utiliza una transformacién con los proporcionados por
un modelo lineal generalizado; dicha comparacion se hizo mediante
dos simulaciones en donde se asume un modelo conocido. En dichas
simulaciones seintrodujo reiteradamente una perturbacién aleatoria de
las medias esperadas en cada punto experimental. Los nuevos vectores
de respuestas fueron analizados con cada uno de los dos modelos. La
precisién y el cubrimiento fueron reportados, en cada caso, en funcién
de la magnitud de la perturbacién inducida y fueron utilizados como
medida de comparacién de la incertidumbre de la estimacion y para
evaluar el comportamiento deambos modelos. En el analisis en un disefio
experimental con mezclas con respuesta no normal, el Modelo Lineal
Generalizado produjo mejores resultados en términos de precision y
cubrimiento que el hecho con Minimos Cuadrados Ordinarios basado
en una transformacion.

Palabras clave: cobertura, experimentos con mezclas, Minimos
Cuadrados Ordinarios, Modelo Lineal Generalizado, precision.

Abstract

This article provides an analysis of experimental designs simplex cen-
troid mixtures with binomial and Poisson responses using a Generalized
Linear Model. Throughout a simulation process, in which a model was
assumed known, it was compared accuracy and coverage of the confi-
dence intervals around the expected average obtained under a model
based on normal theory with that provided by a Generalized Linear
Model. Simulations were carried out using specialized software, and
random perturbation to the true average expected in each experimental
pointwas introduced repeatedly. The new response vectors were analy-
zed in each of the two models. Accuracy and coverage were reported
in each case depending on the magnitude of the induced disturbance
and were used as a measure of comparison of estimation uncertainty
and to evaluate the performance of both models. In an experimental
designwith mixturesincludingnonormalreponse, aGeneralized Linear
Model produced better results in terms of accuracy and coverage than
an Ordinary Least Squares based on a transformation.

Keywords: coverage, experiments with mixtures, Generalized
Linear Model, Ordinary Least Squares, precision.
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I. INTRODUCCION

Los disefios experimentales con mezclas tienen origen en [1], [2]. Una mez-
cla es una combinaciéon de ingredientes o componentes en proporciones
particulares con la que se obtiene un producto [3]. La variacién de las pro-
porciones que componen la mezcla dalugar a productos con caracteristicas
diferentes. Uno delos propésitos enlasinvestigaciones de experimentos con
mezclas es la optimizacién de una caracteristica de interés. En particular, se
puede mencionar el estudio reciente de Rondén, Leén & Ferndndez, quie-
nes analizaron el comportamiento de una mezcla asfaltica tibia tomando
como variable respuesta la resistencia mecanica a la fatiga [4]. El problema
general de los experimentos con mezclas fue ilustrado por Cornell con el
siguiente ejemplo: Suponga que un combustible se produce con base en la
combinacion de tres diferentes hidrocarburos A, By C. Una caracteristica
de interés de esta mezcla puede ser el rendimiento en kilémetros recorri-
dos por un automévil con un galén de este combustible. Entre las posibles

111

combinaciones estan: 3135 de A:B:C

’ %% de A:B, %% de A:C, etc. Uno de los

objetivos de los investigadores es determinar las proporciones particulares
de cada hidrocarburo que se deben considerar en la mezcla para obtener
el mayor rendimiento posible’ [5].

Cornell hizo un estudio completo de los experimentos con mezclas donde
la variable respuesta se supuso normalmente distribuida [5]. Sin embargo,
en el uso extendido del disefio en dreas como la ingenieria, las ciencias y
el mejoramiento de procesos, con frecuencia se encuentran variables que
no son normales. Escenarios en donde la respuesta es no normal, estan
asociados a respuestas que miden una frecuencia (conteo de unidades
defectuosas o sobrevivientes de un tratamiento), una proporcién de una
frecuencia (proporcion de defectuosos), o una respuesta continua pero no
negativa (tiempo hasta una falla). Estas respuestas probablemente siguen
distribuciones Poisson, Binomial o Gamma y en su modelaciéon no es posi-
ble asumir normalidad o varianza homogénea en diferentes niveles de la
media. El objeto de este articulo es mostrar los estudios de varios disefios
experimentales con mezclas conocidos como simplexreticularesy centroides,

! Traduccion y adaptacién elaborada por los autores.
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suponiendo que la respuesta es no normal, en particular, en donde esta es
binomial y Poisson.

El disefio experimental con mezclas estd enmarcado en la Metodologia de
Superficies de Respuesta (RSM) y dentro de sus objetivos estdn la evaluacion
de los factores que afectan la respuesta de un proceso y la optimizacion [6].
En estos disefios se asume que la respuesta es funcion de las proporciones
de los ingredientes, pero no de la cantidad de la mezcla [5]. La regién de
operabilidad, es decir, el conjunto de puntos en donde el proceso puede
ser operado coincide con la region experimental, la cual es el espacio deli-
mitado por los rangos de experimentacion utilizados en cada factor. Esto
altimo se debe a que la suma de las proporciones de los ingredientes de la
mezcla debe ser 1 [6].

Al igual que en la RSM, en los disefios con mezclas se intenta ajustar un
modelo lineal sobre la region experimental y posteriormente determinar
cudles deben ser las proporciones de los componentes de la mezcla para
alcanzar una respuesta 6ptima. La estimacion usual de los parametros del
modelo se desarrolla bajo los supuestos de normalidad, homogeneidad de
varianza y criterio de minimo error cuadratico medio. Estas estimaciones
resultan insesgadas y de varianza minima [5]. Pero si la respuesta es no
normal, particularmente binomial o Poisson, es necesaria la construccion
de una metodologia de modelacién mas adecuada. Un procedimiento am-
pliamente difundido, en estas circunstancias, es usar una trasformacién
que conduzca a la variable en estudio a un comportamiento cercano al
modelo normal. Esto se puede lograr al reemplazar los datos y por z=f(y)
con la intencién de satisfacer las suposiciones de normalidad e igualdad
de varianzas [7]. Las transformaciones permiten la aplicacién del método
de Minimos Cuadrados Ordinarios (OLS) con estimaciones insesgadas
de minima varianza sobre la variable transformada. Sin embargo, se han
resaltado dos problemas con el uso de transformaciones: 1) la dificultad
en la identificacién de la transformacion apropiada, es decir, aquella que
satisfaga simultdneamente el supuesto denormalidad y el de homogeneidad
de varianzas; 2) la necesidad practica de expresar las estimaciones de los
datos transformados en las unidades originales [8]. Esta es una dificultad
importante ya que las propiedades de insesgamiento y varianza minima se
garantizan solo para las estimaciones del modelo con datos transformados
y no cuando se aplica la transformacién inversa.
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Los Modelos Lineales Generalizados (GLM) propuestos por Nelder y
Wedderburn [9] permiten modelar datos no normales sin recurrir a una
transformacion delos mismos. Los GLM son una extension del modelolineal
tradicional y permiten modelar una respuesta que sigue una distribucién
de la familia exponencial [9]. Por lo tanto, la modelaciéon de respuestas
normales se convierte en un caso particular de esta teoria. En un GLM se
debe especificar la distribucién de la respuesta: normal, Poisson, binomial,
exponencial, o una de la familia exponencial y una funcién de enlace [10].
La funcién de enlace describe la relaciéon entre la media de la respuesta y
y el predictor lineal x”f. Después se hace el ajuste del modelo y la estima-
cion via, por ejemplo, método de maxima verosimilitud [10]. Los GLM se
han estudiado ampliamente en [10] y [11]. Myers, Montgomery & Vining
mostraron que bajo el supuesto de no normalidad un GLM posee una mejor
capacidad predictiva sobre uno construido con base en la teoria normal y el
uso de transformaciones [11]. En [12], [13] y [14] se utiliz6 la amplitud de los
intervalos de confianza (IC) construidos sobre las medias esperadas como
medida delacapacidad predictiva en el andlisis de disefios de experimentos
factoriales. En [13] se usaron los GLM como una poderosa alternativa en el
disefio de experimentos porque poseen una mayor capacidad predictiva.

A. Cubrimiento y precision

Uno de los usos méds comunes y ttiles de la construcciéon de un modelo
es la prediccién de la respuesta en un nivel particular de un conjunto de
variables explicativas. En el escenario del disefio experimental con mezclas
es importante la estimacion de la respuesta media en determinada combi-
nacion de los componentes de la mezcla y la construccion de IC alrededor
de ella. El desempefio de los modelos, en términos de la incertidumbre
de la estimacion, puede ser evaluado a través de las longitudes de los IC
construidos alrededor de la respuesta media estimada en cada punto ex-
perimental. Lewis afirmé que “los intervalos de confianza proporcionan
un método efectivo para evaluar las estimaciones de la respuesta media
dadas por un modelo en particular y para hacer comparaciones con otros
modelos” [12]. Para realizar esta evaluacion, se defini6 la precision de un
estimador como la mitad de la longitud de su intervalo de confianza, esto
es, si i< 7(x,) < s es el intervalo de confianza de 100 (1 - a) por ciento de
(x,), entonces tanto s-ij(x,) como #(x,)-i miden la precision del estimador
[12]. Bajo este concepto, se asumié que IC estrechos estan asociados con
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estimadores mas precisos. Las longitudes de los IC también dependen de
una adecuada estimacion de la varianza. Si la distribucion de la respuesta
es no normal y los métodos de estimacion de los pardmetros del modelo se
basan en la teoria cldsica, con seguridad se obtendrd una estimacién errada
de la varianza y unos IC imprecisos. Un modelo que considere diferencias
enlavarianza en cada punto experimental cuandolarespuesta esnonormal
proporcionara estimaciones mas precisas [12].

II. METODOLOGIA

Para profundizar enlamodelacién de experimentos con mezclas y respuestas
no normales, se planteé un problema hipotético acerca de la resistencia de
una tela de algodén. Este se analiz6 a la luz de los GLM y OLS para com-
parar la precision de los IC. Enseguida, para observar el cubrimiento y la
precision en disefios con mezclas, se estudiaron disefios experimentales
hipotéticos con mezclas y respuesta Poisson y Binomial bajo la teoria de los
GLM. Al igual que en el problema inicial, con una simulacién se comparé
la precision de los intervalos obtenidos en un analisis basado en la teoria
normal usando una transformacién convencional como en [13]. La preci-
sion de GLM y OLS se evalu6 con base en la longitud de los IC alrededor
de la respuesta media estimada en cada punto experimental. En GLM los
IC se construyeron con base en la inferencia de Wald [11]. Para evaluar el
comportamiento del modelo en una simulacion se calcul6 el cubrimiento,
definido como el porcentaje de veces que IC abarca a la verdadera media en
cada punto experimental [12]. La estimacion de los parametros del modelo
lineal generalizado se calcul6 con el algoritmo Iterative Reweigh Least Squares
(IRLS) [11] para las dos simulaciones elaboradas.

En las simulaciones se asumi6 que las respuestas en cada punto experi-
mental provienen de un modelo conocido. La simulacién consistié en un
proceso de un namero grande de etapas en las que a los valores esperados
verdaderos selesintrodujo una perturbacién aleatoria, para posteriormente
ser analizados bajo OLS y GLM. En cada etapa se construyeron los IC sobre
las respuestas medias en cada punto experimental. Se calcul6 la precision
y se determiné si dichos intervalos contenian o no a la verdadera media.
Al final del proceso se estableci6 la precision media y cobertura en cada
escenario de andlisis (Fig. 1). La programacion de la simulacion fue reali-
zada con el software libre R.
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Fuente: Elaboracion propia.

Figura 1. Estructura de la simulacion.

III. RESULTADOS Y DISCUSION
A. Resistencia de una tela de algodon

Laresistencia de una tela fabricada con proporciones de dos tipos de algodén
(x, y x,) y un poliéster (x,) puede medirse como la fuerza minima necesaria
para producir ruptura en una de las fibras de la tela. Por consiguiente, las
mediciones de la resistencia en diferentes muestras de fibra probablemente
seguiran un patrén mds o menos normal. Sin embargo, la resistencia puede
tener una connotacién masamplia. Enla practica, el estiramientono esel inico
trabajo que debe soportar la tela. El comportamiento de la tela en condiciones
de desgaste por friccién o de fuerzas mecanicas directas son caracteristicas
importantes de su calidad y pueden ser medidas a través del conteo de las
alteraciones como perforaciones, desgarres y abrasiones.
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La Tabla 1 muestra un conjunto de respuestas hipotéticas para este ejemplo,
tomadas sobre un disefio simplex centroide .

Tabla 1. Disefio simplex centroide {3,2} con respuesta poisson

Mezcla Tipo x, X, x, Alteraciones (y)
Pura Vértice 1 0 5 6
Pura Vértice 0 1 0 8 7
Pura Vértice 0 0 1 4 6

Binaria Centro de arista 0 o Ve 5 4
Binaria Centro de arista 2 0 V2 3 3
Binaria Centro de arista oo V2 0 7 6
C()Trz(;gsnéﬁes Centroide global o 4 5

Fuente: Elaboracion propia.

La variable respuesta correspondi6é al nimero de alteraciones de la tela
después de una prueba de desgaste. Esta variable abarcé mas informacion
de la resistencia de la tela que la suministrada por la fuerza minima ne-
cesaria que produce una ruptura, pero no sigue una distribucién normal.

B. Comparacién de los IC bajo GLM y OLS para
la resistencia de la tela de algodén

Segtin la metodologia clasica, para el andlisis se pueden reemplazar las res-
puestas por alguna transformacion z=f (y) de ellas con la esperanza de que
las suposiciones de los OLS se satisfagan, porque los conteos de productos
defectuosos proporcionan un histograma con sesgo a la derecha que puede
ser corregido por una trasformacion logaritmica. El modelo clasico que se
utilizé para el ajuste aparece en la Ecuacion (1).

E(log(y)):ﬂ0+ﬂ1x1 +ﬂ2x2+ﬂ3x3+ﬂ]2x]x2+ﬁl3xlx3+ﬂ23x2x3+ﬂ123xlx2x3 (1)

El IC para la media de los datos transformados se expreso6 en las unidades
iniciales mediante la transformacion inversa de la Ecuacion (2)

o Ptz a2 /aZx{ &' %)% (2)
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Sin embargo, en general los conteos de alteraciones en muestras de tela se
ajustan mejor a una distribucion de probabilidad Poisson. Otra alternativa
de analisis era un GLM con enlace log y distribucién Poisson. La Tabla 2
presenta la yuxtaposicion de los resultados de las estimaciones de las res-
puestas medias y los IC en cada uno de los puntos experimentales bajo OLS
y GLM?y sus correspondientes IC de Wald [11]. Aqui se observa que los IC
en GLM son mucho mas estrechos, es decir, que la capacidad predictiva del
GLM es mejor que la del modelo de OLS. En contra de este tltimo punto se
vio que uno de los IC para la respuesta media de la segunda mezcla binaria
posee un limite que estd fuera del dominio de la variable.

Tabla 2. Comparacion de la precisién de los IC entre GLM y OLS

GLM OLS Transformacion log
eXiB F Za)2 /x{(X’ VX) 1x; eﬁy|xﬁta/z /?fo{(X’X)‘lxz'

1C95% 1C95%
XX, X y LI LS Precision y LI LS Precision
1 0 0 5,500 2,24 8,75 3,25 5477 1,55 9,40 3,92
0 1 0 7,500 3,70 1,2 3,80 7,483 3,56 11,40 3,92
0 0 1 5,001 1,86 8,13 3,13 4,898 0,97 8,82 3,92
0 % % 6500 2,96 10,0 3,53 6,480 2,55 10,40 3,92
o 0 Y 3 0,59 5,40 2,40 3 -0,92* 6,92 3,92
oo V2 0 4,500 1,55 744 2,94 4,472 0,54 8,39 3,92
s Vs 4,500 1,55 744 2,94 4,472 0,54 8,39 3,92

* por fuera del dominio de la variable
Fuente: Elaboracion propia.

La Tabla 3 muestra la precision media de los dos modelos y su correspon-
diente suma de cuadrados del error. La informacion de la deviance en GLM
fue util para comparar este modelo con uno mas parsimonioso. Se hallé que
el uso de un GLM fue mas preciso y tuvo una menor suma de cuadrados
residual (SCE). Las estimaciones de los parametros variaron ligeramente,
pero los errores estandar de los mismos fueron mas grandes en GLM que
en OLS (ver Tabla 4).

%Los dos ajustes fueron obtenidos con el software libre R.
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Tabla 3. Comparacién de la precision media y SCE entre GLM y OLS

GLM OoLS
Precision media 3,1465017 3,9231793
Deviance 0,8601424
SCE 4,5000022 4,5258519

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 4. Comparacion de las estimaciones y errores estandar en GLM y OLS

GLM oLs
ﬁ error estandar ﬁ error estandar
B, 1,7047567 0,3021375 1,7005987 0,1100036
B, 2,0149055 0,2584866 2,0126758 0,1100036
B, 1,6096476 0,3194716 1,5890269 0,1100036
B, 0,0479019 1,3663222 0,0487902 0,5389054
B -2,23436 1,8547408 -2,184802 0,5389054
B, -1,232719 1,5698293 -1,211941 0,5389054
ﬁm 2,904354 11,621346 2,7655313 3,7915359

Fuente: Elaboracion propia.

Los efectos detectados como significativos en el andlisis de OLS fueron
interpretados como los efectos de primer orden y la interacciéon entre la
primera y tercera variable (Tabla 5). El analisis del GLM sefial6 los efectos
principales como significativos, pero no lo hizo con la interaccién entre las
variables uno y tres (Tabla 6).

Tabla 5. Analisis de los efectos estimados bajo OLS

Estimacion Error estandar t Pr>|t|
B, 1,7006 0,110004 15,4595 0,0000*
8, 2,01268 0,110004 18,2965 0,0000*
B, 1,58903 0,110004 14,4452 0,0000*
B, 0,0487902 0,538905 0,0905357 0,9304
B -2,1848 0,538905 -4,05415 0,0048*
B, -1,21194 0,538905 -2,24889 0,0593
B s 2,76553 3,79154 0,729396 0,4894

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 6. Analisis de los efectos estimados bajo GLM

gl estimacion error estandar Wald 95% IC x? Pr > x?

B, 1 1,7047 0,3015 1,11 2,29 31,97 <,0001*

B, 1 2,0149 0,2582 1,50 2,52 60,90 <,0001*

B, 1 1,6094 0,3162 0,98 2,22 25,90 <,0001*

B, 1 0,0479 1,3642 -2,62 2,72 0,00 0,9720
B 1 -2,2339 1,8521 -5,86 1,39 1,45 0,2278
B, 1 -1,2324 1,5635 -4,29 1,83 0,62 0,4306
B s 1 2,9035 11,5929 -19,81 25,62 0,06 0,8022

Fuente: Elaboracién propia.

Los datos dela Tabla 6 motivaron el ajuste de un modelo mas parsimonioso.
Para lograrlo se ajustaron dos nuevos modelos: un GLM (solo con efectos
principales) y uno de OLS (con una transformacion log, efectos principales
y la interaccion entre las variables uno y tres). La Tabla 7 muestra que la
precision de GLM mejoré al pasar aproximadamente de 3,14 a 2,02, mientras
que la precisiéon del modelo de OLS aument6 aproximadamente de 3,92 a
4,52 (Tablas 3 y 8). Los efectos detectados como significativos se mantuvie-
ron estables para los dos modelos (Tablas 10 y 11). Las estimaciones de los
parametros fueron diferentes en los dos modelos, pero en OLS la estimacion
del parametro correspondiente a la interaccién entre las variables 1 y 3
presento un error estdndar bastante grande.

La deviance en el modelo inicial que contenia los efectos de orden dos y tres
fue 0,8601424 (Tabla 3), mientras que para el modelo que se redujo a los
efectos principales fue 3,085268 (Tabla 8). La diferencia entre las deviance de
los dos modelos fue 2,2251256. Este valor se compar6 con la cola superior de
unadistribucién x*con7-3=4 grados delibertad. El valor p de esta estadistica
fue 0,694432 lo que implic6 que el modelo con efectos principales ajusto el
modelo tan bien como el que incluia las interacciones de orden dos y tres.
Dicho de otra manera, no hubo evidencia de que el ajuste se mejorara con
la inclusion de pardmetros para las interacciones de orden dos y tres. Por
lo tanto, el modelo sugerido se muestra en la Ecuacion (3).

1,5928251x1 4 1,9753806xp 4 1,329774x3 (3)

H=e
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En este punto se compararon las proporciones de los componentes que
determinaron los valores maximo y minimo de la variable respuesta en la
mezcla dados por los modelos GLM y OLS. La Tabla 12 muestra que el nt-
mero minimo estimado de alteraciones en la tela fue aproximadamente 3 en
ambos modelos, sin embargo, en OLS este valor se alcanz6 en la mezcla del
44,1% de x,y 55,9% de x,, mientras que en GLM este minimo se alcanz6 en la
mezcla de 47,7% de x, y 52,3% de x,. Por el contrario, el maximo en los dos
modelos se alcanzo6 con la misma mezcla. Aqui resulté particularmente til
la estimacion de la mezcla que produjo el minimo de alteraciones en la tela.

Tabla 7. Comparacion de las estimaciones y errores estandar
en GLM y OLS (efectos principales)

GLM OLS
exiP ¥ za/ze"{ﬁ ’x{(X’ VX)) 1x; gt (ﬁyIXi + ta/Z,’ﬁzxz{(X'X)_lxi>
1C95% 1C95%
XXX y LI LS Precision y LI LS Precision
10 0 491 236 7,46 2,55 472  -0,61 10,06 5,34
o 1 0 720 397 1044 3,23 7,10 1,76 12,44 5,34
o 0 1 378 165 5,90 2,12 372 161 9,06 5,34
0 % % 59 410 7,80 1,84 5,79 1,77 9,81 4,01
oo 0 % 431 282 5,80 1,49 4,19 0,17 8,20 4,01
o % 0 522 351 6,92 1,70 5,14 1,12 9,19 4,01
5% %o 511 390 6,32 1,20 4,99 1,44 8,55 3,55

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 8. Comparacion de la precision media entre GLM y OLS

GLM OLS
Precisién media 2,0228 45178
Deviance 3,085268

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 9. Analisis de los efectos estimados bajo GLM y OLS

GLM OoLS
A Error estandar B Error estandar
ﬁl 1,5928251 0,2646404 1,72247 0,110873
ﬁAz 1,9753806 0,2287112 1,93123 0,100619
,BAg 1,329774 0,286879 1,48483 0,110873
ﬁ;g No incluido -2,00607 0,555723

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 10. Analisis de los efectos estimados bajo la transformacién log y OLS

Estimacién  Error estandar t Pr>|¢
B, 1,72247 0,110873 15,5355 0,0001*
5, 1,93123 0,100619 19,1934 0,0001*
B, 1,48483 0,110873 13,3921 0,0001*
B, -2,00607 0,555723 -3,60007  0,0048*

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 11. Andlisis de los efectos estimados bajo GLM-solo efectos principales

gl Estimacién Error estandar Wald 95% IC x? Pr > x?
/;»1 1 1,5921 0,2601 1,0823  2,1019 37,47 <,0001*
3, 1 1,9753 0,2269 1,56307  2,4200 75,81 <,0001*
B, 1 1,3297 0,2843 0,7724 18870 21,87 <,0001*

Fuente: Elaboracion propia.

Tabla 12. Comparacion del maximo y minimo estimado en OLS y GLM

oLs GLM
X ) X3 X X X
Maximo 6,8949 0 0,999 0,001 7,4568 0 0,999 0,001
Minimo 2,9894 0,441 0 0,559 3,1243 0,477 0 0,523
Fuente: Elaboracion propia.
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Aunque no es posible hacer una generalizacion, con base en este problema
hipotético se pudo ver que: 1) los efectos detectados por el analisis con OLS
y GLM no son los mismos; 2) existen pequefias diferencias en las estima-
ciones del 6ptimo en estos dos modelos; 3) el GLM produce estimaciones
comparativamente més precisas que un modelo de OLS.

A continuacioén, se detallan dos disefios experimentales con mezclas: en
uno se asumié que la respuesta sigue una distribucién de probabilidad
binomial y en el otro Poisson. En cada caso se acepté conocido el modelo
que generaba las respuestas medias sobre la regién experimental y a la cual
se le introdujo repetidamente una perturbacion aleatoria para analizar la
precision y el cubrimiento de los intervalos de confianza construidos bajo
OLS y GLM. La introduccién de la perturbacién aleatoria simulé lo que en
la préctica estd constituido por el error aleatorio o de medicién y permitié
comparar el comportamiento de las metodologias utilizadas.

C. Anilisis de disefios experimentales con mezclas y respuesta Poisson

En la primera simulacién se evalu6 la precision y el cubrimiento de los IC
construidos alrededor de la media esperada en cada punto experimental
de un disefno con mezclas centroide. Se sigui6 el proceso de la Fig. 1 bajo
las siguientes consideraciones: 1) los factores incluidos en el modelo eran
x,, X,y x,; 2) la variable respuesta correspondia a un conteo; 3) la matriz de
disefio es X y 4) el modelo era como en la Ecuacion (4).

= - -
p=ex + 3x2 + 4x3 XX + 4xlx3 0,5362x3 @)

Enconsecuencia, los verdaderos valores y, en cada punto experimental eran
conocidos. Enla simulacién se introdujo una perturbacion aleatoria aditiva
a la media de cada punto experimental. A partir del vector de respuestas
que contenia la perturbacién inducida se estimaron los pardmetros del
modelo y luego se construyeron los IC del 95% alrededor de la respuesta
media en cada punto experimental. Los IC en la modelacién con OLS fueron
los usuales, aunque para expresarlos en las unidades iniciales se les aplico
la transformacién inversa de la Ecuacion (5).

g_l (ﬁy|xi ¥ t(l/Z,n—p\/ﬁzxi’(X, X)_1Xi> (5)
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En GLM se usaron los IC de Wald como en la Ecuacién (6)

eXiB F za/z‘n_pex{EJx{(X’ VX)"lx;  (6)

En cada etapa de la simulacién se calcularon la precision y el cubrimiento
de los IC. Cada combinacién de tratamientos se simulé 500.000 veces. De
esta manera, con siete puntos experimentales y dos réplicas en cada uno,
se calcularon 7.000.000 IC tanto en OLS como en GLM. Las Tablas 13 y 14
resumen la cobertura y precision de las simulaciones basadas en GLM y
OLS respectivamente. La precision reportada correspondi6 al promedio de
cada uno de los valores de la precision de los IC del 95%.

Tabla 13. Cobertura de los IC bajo GLM en funcién de
la media de la perturbacién. Respuesta poisson

Usando GLM
pl:i?tii?bgsiclﬁi Cobertura Porcentaje Precision
2 6.999.988 99,99 11,23
3 6.998.454 99,97 11,31
4 6.976.232 99,66 11,39
5 6.851.278 97,87 11,47
6 6.461.988 92,31 11,55
7 5.746.058 82,08 11,63
8 4.886.492 69,80 11,71

Fuente: Elaboracién propia.

Tabla 14. Cobertura de los IC bajo OLS en funcion de
la media de la perturbacion. Respuesta poisson

Usando OLS y la transformacion log

;ln\:le?tii:)giilo'i Cobertura Porcentaje Precision
2 4.261.250 60,87 4,16
3 3.462.032 49,45 5,01
4 2.922.768 4175 5,70
5 2.557.352 36,53 6,28
6 2.309.718 32,99 6,79
7 2.132.848 30,46 7,25
8 2.001.212 28,58 7,66

Fuente: Elaboracion propia.
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El cubrimiento de la estimacién bajo GLM tuvo un buen comportamiento,
aun cuando la media de la perturbacién inducida era grande. Se observo
una cobertura superior al 97% con medias de perturbaciones menores o
iguales a 5. La precisién en la estimacién fue bastante estable (superior a
11) en los diferentes valores medios de la perturbacion. Esta precision se
considero aceptable, dado que, en el modelo conocido, los conteos oscilaron
entre 20 y 244. Por el contrario, el cubrimiento en la estimacion bajo OLS
fue muy deficiente. Se observé que aun cuando la media de la perturbacion
inducida era pequefia, por ejemplo 2, la cobertura fue tan solo del 60,87 %.
El que la precisioén en la estimacion con OLS fuera inferior a la obtenida en
GLM (ver Tablas 13 y 14) no represent6é una ganancia pues en un nimero
muy inferior de oportunidades abarcé a la verdadera media. Por lo tanto, el
GLM fue superior (en el analisis de una respuesta tipo Poisson en un disefo
con mezclas) al modelo de OLS basado en una transformacién de los datos.

D. Analisis de disefios experimentales con mezclas y respuesta Binomial

En la segunda simulacién se evalué la precision y el cubrimiento de los IC
construidos alrededor de la media esperada en cada punto experimental
de un disefio con mezclas centroide. Siguiendo el proceso de la Fig. 1, se
adoptaron los siguientes supuestos: 1) los factores incluidos en el modelo
eran x,, X,y x,; 2) la respuesta seguia una distribucién binomial con n =
10; 3) la matriz de disefio es X y 4) el modelo era como en la Ecuacién (7).

10

My = 1+ e—(x1+2xz—2x3+3x1x2—10x1x3—2x2x3) (7)

Por lo tanto, eran conocidos los verdaderos valores y, en cada punto expe-
rimental. En esta simulacion se introdujo una perturbacion aleatoria a la
media de cada punto experimental. Con el vector derespuestas que contenia
la perturbacién inducida se estimaron los pardmetros del modelo y luego se
construyeron los IC del 95% alrededor de la respuesta media en cada punto
experimental. Los IC en la modelacién con OLS fueron los usuales, aunque
para expresarlos en las unidades iniciales se les aplicé la transformacion
inversa como en la Ecuacion (8).

g_l (ﬁylxi + ta/z,n—p ’6’236{()(' X)_lxi) (8)
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En GLM se usaron los IC de Wald como en la Ecuacién (9).

1 1 1 I
(o)  7or2ns (57m) (1 - 1) i vo . )

En cada etapa de la simulacién se calcularon la precision y el cubrimiento
de los IC. Cada combinacién de tratamientos se simul6 500.000 veces. De
esta manera, con siete puntos experimentales y dos réplicas en cada uno,
se calcularon 7.000.000 de IC tanto en OLS como en GLM. Las Tablas 15 y
16 resumen la cobertura y precision de las simulaciones basadas en GLM
y OLS respectivamente. La precision reportada correspondi6 al promedio
de cada uno de los valores de la precision de los IC del 95%.

Tabla 15. Cobertura de los IC bajo GLM en funcién
de la media de la perturbacion

P Cobertura % cobertura Precision media
0,05 6.999.880 99,9982 0,1536
0,10 6.997.554 99,9650 0,1548
0,15 6.985.636 99,7948 0,1558
0,20 6.951.686 99,3098 0,1568
0,25 6.880.990 98,2998 0,1576
0,30 6.754.024 96,4860 0,1584
0,35 6.559.608 93,7086 0,1591
0,40 6.298.642 89,9806 0,1597
0,45 5.965.776 85,2253 0,1602
0,50 5.571.784 79,5969 0,1607
0,55 5.130.244 73,2892 0,1610
0,60 4.666.094 66,6584 0,1613
0,65 4.192.302 59,8900 0,1616
0,70 3.728.562 53,2651 0,1617
0,75 3.290.104 47,0014 0,1618
0,80 2.884.440 41,2062 0,1618
0,85 2.527.924 36,1132 0,1618
0,90 2.245.406 32,0772 0,1617
0,95 2.060.754 29,4393 0,1616

Fuente: Elaboracion propia.
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Tabla 16. Cobertura de los IC bajo OLS en funcién de la media de la perturbacién

P Cobertura % Cobertura Precision media
0,05 5.043.818 72,05 0,4343
0,10 4.993.862 71,34 0,5419
0,15 4.829.914 68,99 0,6237
0,20 4.598.824 65,69 0,6879
0,25 4.332.238 61,88 0,7371
0,30 4.044.046 57,77 0,7738
0,35 3.748.704 53,55 0,7992
0,40 3.456.294 49,37 0,8146
0,45 3.170.784 45,29 0,8205
0,50 2.903.324 41,47 0,8170
0,55 2.654.668 37,92 0,8035
0,60 2.443.338 34,90 0,7823
0,65 2.265.962 32,37 0,7503
0,70 2.133.140 30,47 0,7088
0,75 2.040.554 29,15 0,6584
0,80 1.969.044 28,12 0,5942
0,85 1.881.828 26,88 0,5159
0,90 1.692.974 24,18 0,4130
0,95 1.207.454 17,24 0,2626

Fuente: Elaboracion propia.

El cubrimiento de la estimacién bajo GLM fue superior a 96% cuando la
media de la perturbaciéon inducida es menor o igual a 0,3. La precision
en la estimacion fue estable (entre 0,1536 y 0,1616) como se aprecia en la
Tabla 15. Por el contrario, en OLS los valores grandes en la precision indi-
caron un modelo que generé amplia incertidumbre en las estimaciones.
Adicionalmente, el porcentaje de cubrimiento fue bastante bajo, siempre
inferior a 72,05%. En cuanto a cubrimiento y precisién, el GLM mostré un
mejor comportamiento que el OLS. Por lo tanto, en este caso el analisis de
una respuesta tipo binomial en un disefio con mezclas usando GLM tuvo
mejores precision y cobertura que cuando se utilizé OLS.
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IV. CONCLUSIONES

Los escenarios a los que el disefio de experimentos se ha acercado en afios
recientes han generado la necesidad de concebir métodos para estudiar
variables no normales. Entre estos escenarios se pueden citar los conteos
de articulos defectuosos o proporciones de articulos defectuosos que no
siguen una distribucién normal y que no poseen varianza constante. En
estos casos, si se recurre a un mecanismo como la transformacion de la
variable de estudio para acercarla a un comportamiento mas o menos nor-
mal, se afrontan varias dificultades que no son superficiales en términos
de precision y cobertura.

Tomando como criterios de comparacion, la precisién de un modelo y la
longitud de los IC, en el marco del problema mostrado en este escrito, se
observé que el andlisis de un disefio experimental con mezclas basado en
un GLM produjo mejores resultados que la aproximacion tradicional que
utiliza una transformaciéon y OLS. En consecuencia, en el escenario plan-
teado en este articulo, la modelacion con GLM resulto una herramienta atil
en el andlisis de un disefio experimental con mezclas en donde la variable
respuesta es no normal.

Sobre la base del disefio experimental con mezclas de la resistencia dela tela
analizado en el presente documento, se encontré que cuando las respuestas
sonbinomial o Poisson un modelolineal generalizado produjo estimaciones
mas precisas de las respuestas medias que uno basado en minimos cua-
drados ordinarios bajo la transformacion de la variable respuesta, lo cual
favorece la capacidad predictiva del modelo.

En las simulaciones, se mostr6é que un disefio con mezclas y respuesta no
normal, analizado a través de un GLM, tuvo un desempefio admisible aun
cuando los tamafos de las perturbaciones introducidas sobre la verdadera
respuesta eran grandes. Mientras que, en esta misma situacién, un modelo
basado en OLS, mostr6 una baja cobertura, es decir, GLM fue resistente a la
presencia de perturbaciones grandes en la respuesta.

El resultado de la optimizacioén de la variable respuesta en un disefio con
mezclas analizado con OLS fue muy similar al que se consigui6é bajo GLM.
El uso de un GLM mejor¢ la certidumbre en la estimacion, pero no se ob-
servaron alteraciones importantes en las estimaciones puntuales.
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